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1 知识点回顾

1.1 复数和平面点集

1. 复数的四则运算.
2. 共轭复数的性质.
3. 复数的几何表示.

注 将复数表示成指数式时应注意两点：

(a). 模长必须为正. 如 −1− 2i不能写成 −
√
2ei arctan 2.

(b). 注意通过复数处于第几象限判断辐角主值的取值范围，这是因为反正切函数 arctanx

默认值域为 (−π/2, π/2). 因此当 z 位于第一、四象限时 arg z = arctan(y/x)，当 z 位

于第二、四象限时 arg z = π + arctan(y/x). 如 z = −1 +
√
2i的辐角主值为 arg z =

π + arctan
Ä
−
√
2
ä
= π − arctan

Ä√
2
ä
.

4. 复数的乘方和开方.

注 只有当复积分化为实积分时才考虑用三角式，其他时候都采用更简洁的指数式或更直

观的一般式.

5. 复数列极限的等价定义以及无穷远点.
6. 区域和闭域、简单曲线、单连通域和多连通域.

1.2 复变数函数

1. 函数的极限与连续性：设 w = f(z), z ∈ D， lim
z→z0

f(z) = w0 ⇔对 ∀ε > 0，总 ∃δ > 0，使

得当 D0 : 0 < |z − z0| ⩽ δ ⊂ D时，|f(z)− w0| < ε. 若 w0 = f(z0)，则 f(z)在 z0处连续.
2. 可微和解析：f(z)在 z 的邻域内有定义且极限 lim

∆z→0
[f(z +∆z)− f(z)]/∆z 存在，则 f(z)

在 z 点可微. 若 f(z)在 D内可微，则 f(z)在 D内解析；若 f(z)在 z 的某个邻域内可微，

则 f(z)在 z点解析. 奇点即使 f(z)不解析的点.
3. 可微的充要条件：记 f(z) = u(x, y) + iv(x, y) (x, y,∈ R)，则 f(z)在 z0 = x0 + iy0 可微的
充要条件如下.
(a). u, v在点 (x0, y0)可微.
(b). u, v满足 Cauchy-Riemann方程：ux = vy, uy = −vx.

注 对于区域 D1, D2 的边界 C，若 f(z)在 D1, D2 至少一个区域内不解析，则 f(z)在 C

上不解析.

4. 初等函数.
(a). 幂函数：w = zn，通常取角域 D : −π/n < arg z < π/n.
(b). 根式函数：w = n

√
z，支点为 z = 0和∞，通常取负实轴为其支割线.

注 若函数 f(z) = [Pn(z)]
q/p，其中 Pn(z)为 n次多项式，p, q ∈ N+且 (p, q) = 1，则

其支点为令 f(z) = 0或∞的点.
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(c). 指数函数：w = ez = ex+iy.
I. |w| = ex, argw = y，因此 |ez| = ex ̸= 0，即 ez ̸= 0.

II. lim
z→∞

ez 不存在.
III. 周期为 2πi.

(d). 对数函数：w = Ln z = ln |z|+ i(arg z + 2kπ) (k ∈ Z)，其主值为 ln z = ln |z|+ i arg z.

注 Ln(z1z2) = Ln z1 +Ln z2可满足，但 Ln z+Ln z ̸= 2Ln z，这源于 Arg z的多值性.

(e). 三角函数：余弦 cos z = (eiz + e−iz)/2，正弦 sin z = (eiz − e−iz)/2i，正切 tan z =

sin z/ cos z.
I. 周期、零点、导数、平方和为 1的结论与实函数情形一致.

II. |sin z|, |cos z|无界.
(f). 双曲函数：双曲余弦 cosh z = (ez + e−z)/2, sinh z = (ez − e−z)/2，双曲正切 tanh z =

sinh z/ cosh z.
I. cos(iz) = cosh z, sin(iz) = i sinh z，由此可求其零点、导数，周期为 2πi.

II. cosh2 z − sinh2 z = 1，两角和差的正余弦公式与三角函数的极其相似，请自行查

阅.
(g). 一般幂函数：zα = exp(αLn z) = exp[α(ln |z|+ iArg z)]，其中 α ∈ C, z ̸= 0. 若 α为无

理数或一般复数，则该函数无穷多值.
(h). 反三角函数：利用三角函数的定义反解关于 eiz 的一元二次方程.

1.3 解析函数的积分表示

1. 常用积分形式：
ˆ
C
f(z) dz =

ˆ β

α
f(z(t))z′(t) dt，如 C 取 |z| = r时常令 z(θ) = reiθ.

2. 积分性质：
(a).
ˆ
C−

f(z) dz = −
ˆ
C
f(z) dz.

(b).
ˆ
|z−a|=R

dz

(z − a)n
=

2πi, n = 1,

0, n ̸= 1.

(c). 长大不等式：
∣∣∣∣ˆ

C
f(z) dz

∣∣∣∣ ⩽ ˆ
C
|f(z)||dz|.

(d). ρ > 0充分小时，记圆弧 Cρ : z = a+ ρeiθ (α ⩽ θ ⩽ β)，若 lim
z→a

(z − a)f(z) = k，则

lim
ρ→0+

ˆ
Cρ

f(z) dz = i(β − α)k. (1)

注 此结论的证明过程很重要.

3. Cauchy积分定理：对于复闭路C围成的单连通域D，f(z)在C+D上解析，则

ˆ
C
f(z) dz = 0.

若 D为多连通域，记 C 内部“空洞”的正向边界为 C1, · · · , Cn，则ˆ
C
f(z) dz =

n∑
i=1

ˆ
Ci

f(z) dz =

ˆ
C1

f(z) dz + · · ·+
ˆ
Cn

f(z) dz . (2)

由此可证，对任意包含 a的复闭路 C，均有

ˆ
C

dz

z − a
= 2πi.
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注 此积分的证明思路应熟记.

4. Newton-Leibniz公式1：

ˆ z2

z1

f(z) dz =

ˆ z2

z1

F ′(z) dz = F (z2)− F (z1).

5. Cauchy积分公式：对复闭路C，f (n)(z) =
n!

2πi

ˆ
C

f(ζ) dζ

(ζ − z)n+1
. 特别地，f(z) =

1

2πi

ˆ
C

f(ζ) dζ

ζ − z
.

6. 解析函数的性质.
(a). 平均值公式：f(z)在闭圆 |z − a| ⩽ R内解析，则 f(z) =

1

2πR

ˆ
|z−a|=R

|f(z)| ds.

(b). 最大模原理：f(z) 在 D 内解析且非常数，在 D 的边界 C 上连续，则 max
C+D

|f(z)| =
max
C

|f(z)|.

注 若 f(z)在 D内无零点，即 |f(z)|严格正，则 min
C+D

|f(z)| = min
C

|f(z)|.

(c). Cauchy不等式：f(z)在闭圆 |z − a| ⩽ R内解析，闭路 C 为D的边界，则
∣∣f (n)(z)

∣∣ ⩽
n!max

C
|f(z)|/Rn.

(d). Liouville定理：有界的整函数2为常数.
(e). 代数学基本定理：任何复系数多项式必有零点.

1.4 调和函数

(a). 共轭调和函数：满足 Cauchy-Riemann方程的一对调和函数 u(x, y), v(x, y)，满足∆u =

∆v = 0,∇u ·∇v = 0.
(b). 若已知调和函数 u或 v，则

v(x, y) = v(x0, y0) +

ˆ (x,y)

(x0,y0)
−uy dx+ ux dy , (3)

or u(x, y) = u(x0, y0) +

ˆ (x,y)

(x0,y0)
vy dx− vx dy . (4)

计算路径积分时，通常取折线 (x0, y0) → (x, y0) → (x, y).

注 实际求解这类题时，更便捷的做法是计算 f ′(z) = ux − iuy 或 f ′(z) = vy + ivx，将
其表示成 z = x+ iy的形式（令 y = 0, x = z）后利用 Newton-Leibniz公式求解.

(c). 调和函数的性质.
I. 平均值原理：u(z)在闭圆 |z − z0| ⩽ R内调和，则 u(z) =

1

2πR

ˆ
|z−z0|=R

u(z) ds.

II. 极值原理：u(z)在D内调和且非常数，在D的边界 C 上连续，则 u(z)的最值均

在 C 上取到.

1.5 解析函数的级数展开

1适用于能直接看出原函数且积分与路径无关（即被积函数解析）的积分，例如通过调和函数 u或 v构造复变函数 f(z)

的题，当然一般题目不要求通常不使用（也通常用不上）
2在复平面上解析的函数
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1.5.1 基本性质

1.
∞∑
n=1

zn收敛⇔
∞∑
n=1

xn,

∞∑
n=1

yn均收敛⇔部分和 Sn(z) =

n∑
k=1

zk 存在极限.

2. Cauchy收敛准则（一般用不到）⇒收敛的必要条件： lim
n→∞

zn = 0.

3.
∞∑
n=1

zn绝对收敛⇔
∞∑
n=1

xn,

∞∑
n=1

yn均绝对收敛⇔
∞∑
n=1

|zn|收敛.

4. Weierstrass 判别法3：若对 ∀z ∈ E 均有 |fn(z)| ⩽ Mn (n = 1, 2, · · · ) 且
∞∑
k=1

Mk 收敛，则

∞∑
n=1

fn(z)在 E 上绝对一致收敛.

5. 一致收敛级数的性质.

(a). 连续： lim
z→z0

∞∑
n=1

fn(z) =

∞∑
n=1

lim
z→z0

fn(z)
fn(z)连续
=======

∞∑
n=1

fn(z0).

(b). 可积：
ˆ z2

z1

∞∑
n=1

fn(z) dz =

∞∑
n=1

ˆ z2

z1

f(z) dz.

(c). 可导：若 fn(z)解析，则
d

dz

( ∞∑
n=1

fn(z)

)
=

∞∑
n=1

f ′
n(z).

1.5.2 幂级数

1. 定义：
∞∑
n=1

an(z − a)n，其中 an = f (n)(a)/n!.

2. 收敛半径4：R = lim
n→∞

|an/an+1| = lim
n→∞

|an|−1/n. 当 |z − a| < R时级数收敛，当 |z − a| > R

时级数发散，当 |z − a| = R时情况不定.

注 计算幂级数的和函数时，最常见的为形如
∞∑
n=1

n(n− 1)zn,

∞∑
n=1

zn

n2
的形式. 可通过积分（前者）

或求导（后者）的方式将各项凑成 zn（或 zn±1等）的形式，求和后再进行逆运算，如

∞∑
n=1

n(n− 1)zn = z2
d

dz

( ∞∑
n=1

nzn−1

)
= z2

d2

dz2

( ∞∑
n=1

zn

)

= z2
d2

dz2

Å
z

1− z

ã
=

2z2

(1− z)3
, |z| < 1, (5)

∞∑
n=1

zn

n2
=

ˆ z

0

∞∑
n=1

ζn−1

n
dζ =

ˆ z

0

dζ

ζ

ˆ ζ

0

∞∑
n=1

un du

= −
ˆ z

0
[ln(1− ζ) + ζ] dζ

= (1− z) ln(1− z)− (1− z)2

2
+

1

2
, |z| < 1. (6)

3一致收敛的定义和 Cauchy一致收敛准则基本用不到
4这来源于比值审敛法的极限形式： lim

n→∞

∣∣∣∣an+1(z − a)n+1

an(z − a)n

∣∣∣∣ = |z − a| lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ ∆
===

|z − a|
R

< 1
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1.5.3 解析函数的 Taylor展开

1. 收敛半径：若将函数 f(z)在 a点展开，则以 a为中心作圆并不断扩大，直至圆的边界首次

包含 f(z)的奇点. 即若以 a1, · · · , an表示 f(z)的全体奇点，则 R = min
i
{|a− ai|}. f(z)可

在 |z − a| < R内唯一展开.

注 千万别用幂级数中 R的定义硬怼. 以及书写展开式时别忘了带上收敛域.

2. f(z)在 D内解析⇔能在 D内任一点将 f(z)作 Taylor展开.
3. 常用 Taylor展开：

(a). ez =

∞∑
n=0

zn

n!
= 1 + z +

z2

2!
+ · · · , z ∈ C.

(b). cos z =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
z2n = 1− z2

2!
+

z4

4!
− · · · , z ∈ C.

sin z =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
z2n+1 = z − z3

3!
+

z5

5!
− · · · , z ∈ C.

(c).
1

1− z
=

∞∑
n=0

zn = 1 + z + z2 + · · · , |z| < 1.

(d). Lnk(1 + z) = 2kπi +
∞∑
n=0

(−1)n

n
zn (k ∈ Z), |z| < 1.

注 将函数作 Taylor展开时有两类常见形式.
(a). 对于形如 zm/(z − a)n的函数，在 z = 0处展开时可先将有理分式改写成

1

(z − a)n
= − 1

n− 1

d

dz

ï
1

(z − a)n−1

ò
= · · · = (−1)n−1

(n− 1)!

dn

dzn

Å
1

z − a

ã
, (7)

利用一致收敛级数的可微性，将 1/(z − a)在 |z| < |a|内展开后求导，最后再乘上 zm.
(b). 对于容易展开的函数 f(z), g(z)构成的形如 f(z)/g(z)的复杂函数，求解其 Taylor展开
级数前有限项时，通常设

f(z)

g(z)
=

∞∑
n=0

anz
n =⇒ f(z) = g(z)

∞∑
n=0

anz
n, (8)

此时将 f(z), g(z)展开，对比系数解方程组，可得到 a0, a1, · · · 的值. 求解过程中可利
用如 f(z)/g(z)的“奇偶性”5减少需要求解的系数数目.

4. z0是 f(z)的m阶零点等价于：

(a). f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (m−1)(z0), f
(m)(z0) ̸= 0.

(b). 在 z0附近，f(z) = (z − z0)
mg(z0)，其中 g(z)在 z0附近解析且 g(z0) ̸= 0.

1.5.4 Laurent级数

1. 定义：
+∞∑

n=−∞
an(z−a)n =

−1∑
n=−∞

an(z−a)n+
+∞∑
n=0

an(z−a)n =
+∞∑
n=1

a−n

(z − a)n
+

+∞∑
n=0

an(z−a)n，

其中 an =
1

2πi

ˆ
C

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ，C 为解析域内一闭路.

5即 f(−z)/g(−z) = ±f(z)/g(z)
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2. 收敛域：r < |z − a| < R，其中 r = lim
n→∞

∣∣a−(n+1)/a−n

∣∣, R = lim
n→∞

|an/an+1|.
3. 通常计算 Laurent级数采用的是变量代换的方法，即令 ξ1 = (z−a1)/b1或 ξ2 = b2/(z−a2)，

使得 |ξ1|, |ξ2| < 1. 那么对 ξ1, ξ2展开后，Laurent级数的主要部分与正则部分均收敛.

1.5.5 解析函数的孤立奇点

1. 定义：函数在点 a的某个邻域内除 a点均解析，则 a为孤立奇点.

注 依定义，∞不是 tan z 的孤立奇点. 这是因为 tan z 有奇点 an = (n + 1/2)π，在∞的
任意邻域 D : |z| > R内，均 ∃N ∈ N，使得当 n > N 时，均有 |an| ∈ D.

2. 分类.
(a). 可去奇点：f(z)在 a的去心邻域内有界，或 lim

z→a
f(z)存在且有限.

注 判断可去奇点时，在填空题中可借助“等价无穷小”的概念快速得到结论，如 z = 0

是 (ez − 1)/z 的可去奇点；但在证明题中不能直接用，应当借助 Taylor展开与可展开
⇔解析的结论证明. 对于分母并非 (z − a)n形式的函数，如 (ez − 1)/ sin z，可分别证

明 (ez − 1)/z和 sin z/z解析在 z = 0解析，再证明

ez − 1

sin z
=

ez − 1

z

z

sin z
(9)

在 z = 0处解析.

(b). m阶极点：f(z) = φ(z)/(z−a)m，其中6φ(z)在 a附近解析且 φ(a) ̸= 0；或7a是 1/f(z)

的m阶零点.
(c). 本性奇点：Laurent级数展开项的主要部分有无穷多项，或 lim

z→a
f(z)不存在.

注 I. 对于函数 e1/(z−a)，a必定为其本性奇点.
II. 利用函数 f(z)在本性奇点 z0极限不存在的性质，可证 z0也是 1/f(z)的本性奇点.

3. 对于∞点，作代换 ζ = 1/z，类似地可研究 z = ∞即 ζ = 0处的奇点种类.

6多用于证明题
7多用于判断极点阶数
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2 作业题讲解

1. Ch2 T1 (5)函数 w = 1/z把 z平面上的 (x− 1)2 + y2 = 5变为 w平面上的什么曲线？

注 习惯上我们会设 w = u+ iv (u, v ∈ R)，然后利用 1/z = (x− iy)/(x2 + y2)，对比实虚

部得到 u(x, y), v(x, y)，再代入 x, y满足的条件. 但有时候 x, y满足的方程并不那么容易代

入，这时我们会反解 x = u/(u2+ v2), y = −v/(u2+ v2)再将解代入——实际上这种方法更

普适.

2. Ch2 T9 (2)设H(x, y)在 z平面的区域D内有直到二阶连续的偏导数，ζ = f(z) = ξ(x, y)+

iη(x, y)是 D内的单叶函数. 求证

∂2H

∂x2
+

∂2H

∂y2
=
∣∣f ′(z)

∣∣2Å∂2H

∂ξ2
+

∂2H

∂η2

ã
. (10)

解 将多元函数偏微分的链式法则写成矩阵形式：(
∂x

∂y

)
= M

(
∂ξ

∂η

)
, M =

(
ξx ηx

ξy ηy

)
, (11)

由 C-R方程，ξx = ηy, ξy = −ηx，且 f ′(z) = ξx − iξy，因此

MTM =

(
ξx ξy

−ξy ξx

)(
ξx −ξy

ξy ξx

)
= (ξ2x + ξ2y)I, (12)

其中 I 为单位矩阵，从而

∆xy =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
=
Ä
∂x ∂x

ä(∂x
∂y

)

=
Ä
∂ξ ∂η

ä
MTM

(
∂ξ

∂η

)

= (ξ2x + ξ2y)

Å
∂2

∂ξ2
+

∂2

∂η2

ã
=
∣∣f ′(z)

∣∣2∆ξη, (13)

即 ∆xyH = |f ′(z)|2∆ξηH，结论得证.

注 感谢马梓州同学的解法. 不过也不用太担心考试碰到类似的题，毕竟这类题基本在淑芬
B2就考得差不多了.

3. Ch2 T16 (2)判断下列极限是否存在： lim
z→0

z sin
1

z
.

注 这类求 z → ∞时函数极限的题，若函数中含 ez 项（包括三角函数、双曲三角函数），

则基本朝着发散的方向去证明. 如对 ez 取 z = iy，对 eiz 取 z = x，再利用 eix 的震荡发散

性证得结论.

4. Ch2 T23求下列值：Arcsin i,Arccos 2.

注 这题和上一题一样，也只是一个小知识点. 反三角函数直接代入的公式并不常用，背起
来会有些麻烦. 再者从实用的角度来看也没必要为了可能的几分特意准备. 关键在于明白
反三角的计算思路，即利用三角函数的定义反解关于 eiz 的一元二次方程，得到两根.
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5. Ch3 T5计算积分
ˆ
|z|=1

dz

z + 2
，并由此证明

ˆ π

0

1 + 2 cos θ

5 + 4 cos θ
dθ = 0. (14)

注 利用这类复积分证明实积分结论时，若积分区间长度为 π，用对称性时有如下两种方

式：(1)取积分区间为 [0, 2π]，利用 cos θ = cos(2π − θ)；(2)取积分区间为 [−π, π]，利用

cos θ = cos(−θ). 两者不能混用.

6. Ch3 T7设 f(z)在域 D : |z| > R0, 0 ⩽ arg z ⩽ α, 0 < α ⩽ 2π内连续，且存在极限

lim
z→∞

zf(z) = A. (15)

设 CR 是位于 D内的圆弧 |z| = R，试证明

lim
R→+∞

ˆ
CR

f(z) dz = iAα. (16)

注 这类题有很明显的特征：积分路径是圆（弧）形8，有已知函数极限（趋于 z0 点或无

穷），证明函数积分的极限. 其通常解题步骤是：
(a). 将极限形式改写成 lim

z→∞
g(z) = A，再用极限的 ε-δ 语言将函数极限写成模的不等式.

如此处令 g(z) = zf(z)，则对 ∀ε > 0，总 ∃R(ε) > 0，使得当 |z| > R 时，满足

|g(z)−A| < ε.

(b). 将需证明的积分极限右侧值利用
ˆ
C

dz

z − z0
= i(β−α)改写成积分形式，其中 C : |z| =

R且 α ⩽ arg z ⩽ β，(z − z0)与用 g(z)表示的被积函数分母保持一致. 如此处被积函
数为 g(z)/z，因此 z0 = 0.

(c). 等式两端作差取模，利用长大不等式和极限的定义证明结论. 如此处作差后得到∣∣∣∣ˆ
CR

g(z)−A

z
dz

∣∣∣∣ ⩽ ˆ
CR

|g(z)−A|
|z|

|dz| <
ˆ α

0
ε dθ = αε, (17)

其中第二个不等式处代入了 z = Reiθ.

7. Ch4 T2 (1)设 f(z)是解析函数，证明：ln |f(z)|是调和函数 (f(z) ̸= 0).

注 证明实函数调和时，若能构造解析的复变函数使得该实函数为其实部或虚部，则避免

了直接计算二阶偏导而使证明过程极大简化. 类似的题还有 Ch4 T5. 这里感谢几位同学提
供的思路（可惜当时忘了记录下来），构造 ln f(z)，使得 ln |f(z)| = Re ln f(z). 因为 ln f(z)

是关于 f(z)的初等函数，而 f(z)解析，故 ln f(z)解析，结论得证.

8. Ch4 T4 (3)求解析函数 f(z)，使其分别满足下列条件：虚部为−y/[(x+1)2+y2]，且 f(0) = 2.

注 概括一下这类用调和实函数构造解析函数的题的步骤：

(a). 证明实函数调和.
(b). 利用 f ′(z) = ux − iuy 或 f ′(z) = vy + ivx计算 f ′(z). 再令 x = z, y = 0，将 f ′(z)写成

以 z为变量的形式9.
(c). 利用 Newton-Leibniz公式计算 f(z) = f(0) +

ˆ z

0
f ′(ζ) dζ.

8圆弧形是为了保证第三步使用长大不等式后，|dz/z|可简化为 dθ
9这一做法的依据是，令 y = 0可得 f(x)，即得到函数 f 的形状，再替换变量得到 f(z)具体表达式

9



3 其他习题补充

1. 2019-2020期末 T1 (4) 10设 f(z) =
sin(z − 5)

z3(z − 5)2
+e1/(z−i)，给出 f(z)的全体奇点（不包括∞），

并指出每个奇点的类型（极点指出阶数）： .

解 显然 z = 0和 z = i分别是 f(z)的 3阶极点和本性奇点. 由于 lim
z→5

sin(z − 5)

z − 5
= 1，故 5

是 f(z)的 1阶极点.

2. 2019-2020期末 T1 (7)设函数 f(z) =
ez

cos z
在 z = 0处的 Taylor展开式为

∞∑
n=0

cnz
n，那么幂

级数的收敛半径 R = .

解 f(z)的全部奇点满足 cos zn = 0，即 zn = (n + 1/2)π. 由于 f(z)在 z = 0处展开，因

此 R = min
n

{|zn − 0|} = π/2.

3. 2019-2020期末 T1 (10)设 u =
1

2
ln
(
x2 + y2

)
，那么在右半平面 {z ∈ C : Re(z) > 0}解析并

以 u(x, y)为它的实部的函数为 f(z) = .

解 结合 C-R方程，先给出 f ′(z)的表达式：

f ′(z) = ux − iuy =
x− iy
x2 + y2

=
1

x+ iy
=

1

z
, (18)

其中 z = x+ iy. 由于 Re(z) > 0，故 −π/2 < arg z < π/2. 在右半平面内，任取 z0，这里取

z0 = 1. 由 Newton-Leibniz公式，

f(z) = f(1) +

ˆ z

1
f ′(ζ) dζ = f(1) + ln z. (19)

其中已将 Ln z中的 2kπi项并入 f(1). 利用 Re f(z) = u(x, y)解得 f(1) = iC (C ∈ R)，即

f(z) = ln z + iC, Re z > 0, C ∈ R. (20)

4. 2019-2020期末 T2 (1)求幂级数
∞∑
n=1

n2zn的和函数，并计算
∞∑
n=1

n2

2n
.

解 幂级数的收敛半径为 R = lim
n→∞

∣∣∣∣ n2

(n+ 1)2

∣∣∣∣ = 1，在 |z| < R 内该级数收敛. 记和函数

S(z) =

∞∑
n=1

n2zn，则

S(z) =
∞∑
n=1

n2zn = z
d

dz

( ∞∑
n=1

nzn

)
= z

d

dz

[
z
d

dz

( ∞∑
n=1

zn

)]

= z
d

dz

ï
z
d

dz

Å
z

1− z

ãò
= z

d

dz

ï
z

(1− z)2

ò
=

z(1 + z)

(1− z)3
, |z| < 1, (21)

进而可得
∞∑
n=1

n2

2n
= S

Å
1

2

ã
= 6.

10这三年每年都考的题型
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5. 2019-2020期末 T2 (4)计算积分
ˆ 2π

0

∣∣∣∣ 1

(2− eiθ)4

∣∣∣∣ dθ.

解 记 z = eiθ (0 ⩽ θ < 2π)，则 z̄ = e−iθ = 1/z，从而∣∣∣∣ 1

(2− eiθ)4

∣∣∣∣ = 1

|(2− z)4|
=

1

(2− z)2(2− z̄)2
=

z2

(2− z)2(2z − 1)2
, (22)

因此取正向闭曲线 C : |z| = 1，代入 dz = iz dθ，实积分转化为复平面上的环路积分：
ˆ 2π

0

∣∣∣∣ 1

(2− eiθ)4

∣∣∣∣ dθ =

ˆ
C

z2

(2− z)2(2z − 1)2
dz

iz

= − i
4
· 2πi · d

dz

Å
z

(2− z)2

ã∣∣∣∣
z=1/2

=
π

2
· 2 + z

(2− z)3

∣∣∣∣
z=1/2

=
10π

27
, (23)

其中已利用 Cauchy积分公式，并注意到 C 所包围的区域内仅有奇点 z = 1/2.

6. 2019-2020期末 T3 (1)设 f(z)为定义在上半平面内的解析函数，则 g(z) = f(z̄)为定义在

下半平面上的复变函数，请问：g(z)在下半平面上是否为解析函数？给出你的答案，如果

“是”，给出证明；“否”，举个反例.

解 是. 证明如下：设 f(z) = u(x, y) + iv(x, y) (u, v ∈ R)，那么 g(z) = f(z̄) = u1(x, y) +

iv1(x, y) = u(x,−y)− iv(x,−y). u, v可微，显然 u1, v1也可微，且

∂u1
∂x

=
∂u

∂x
,

∂u1
∂y

= −∂u

∂y
,

∂v1
∂x

= −∂v

∂x
,

∂v1
∂y

=
∂v

∂y
. (24)

代入 u, v满足的 Cauchy-Riemann方程，可证 u1, v1满足 Cauchy-Riemann方程，因此 g(z) =

f(z̄)解析

7. 2019-2020期末 T3 (5)（压轴）设 Pn(z) = 1+ z +
z2

2!
+ · · ·+ zn

n!
，An表示 Pn(z)的 n个零

点模的最小值，证明：

lim
n→+∞

An = +∞. (25)

解 对 ∀M > 0，当 |z| ⩽ M 时，级数
∞∑
n=0

zn

n!
一致收敛于 ez . 则由 Cauchy收敛准则，对

∀ε > 0，总 ∃N(ε) ∈ N+，使得当 n > N 时，令 p → ∞，满足

|ez − Pn(z)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

zk

k!

∣∣∣∣∣ < ε. (26)

确定 M 后，不妨取 ε = e−M，这样也确定了 N(ε). 另一方面，由于 |x| ⩽ |z| ⩽ M，故

|ez| = ex ⩾ e−M，因此

|Pn(z)| =

∣∣∣∣∣ez −
∞∑

k=n+1

zk

k!

∣∣∣∣∣ ⩾ |ez| −

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

zk

k!

∣∣∣∣∣ > e−M − ε = 0, (27)

因此 Pn(z)在 |z| ⩽ M 内无零点，即 |An| > M . 综上，对 ∀M > 0，总 ∃N(M) ∈ N+，使

得当 n > N 时，总有 |An| > M，即 lim
n→+∞

An = +∞.
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8. 2020-2021期末 T2 (1)求函数 f(z) =
z

ez + 1
在 z = 0处 Taylor展开前 5项（即展开到 z4为

止），并且给出所得幂级数的收敛半径.

解 函数的全部奇点满足 ezn + 1 = 0，即 zn = (2n+ 1)πi (n ∈ Z). 由于在 z = 0附近展开，

故收敛半径 R = max
n

{|zn − 0|} = π. 设 f(z)在 z = 0附近的 Taylor展开式为
∞∑
n=0

anz
n，则

z = (ez + 1)f(z) =

(
1 +

∞∑
m=0

zm

m!

) ∞∑
n=0

anz
n =

∞∑
m,n=0

an
m!

zm+n +
∞∑
n=0

anz
n

k=m+n
=======

∞∑
k=0

[
k∑

n=0

an
(k − n)!

]
zk +

∞∑
k=0

akz
k =

∞∑
k=0

[
k−1∑
n=0

an
(k − n)!

+ 2ak

]
zk, (28)

对比系数可知

2a0 = 0, (29)

a0 + 2a1 = 1, (30)
a0
2!

+ a1 + 2a2 = 0, (31)
a0
3!

+
a1
2!

+ a2 + 2a3 = 0, (32)
a0
4!

+
a1
3!

+
a2
2!

+ a3 + 2a4 = 0, (33)

从中解得 a0 = 0, a1 = 1/2, a2 = −1/4, a3 = 0, a4 = 1/48，即

z

ez + 1
=

z

2
− z2

4
+

z4

48
+ · · · , |z| < π. (34)

9. 2020-2021期末 T2 (2)将函数 f(z) = z2 sin

Å
π
z + 1

z

ã
在区域 {z ∈ C : 0 < |z| < +∞}内展

开成 Laurent级数.

解 先变形再对正弦函数展开：

f(z) = z2 sin

Å
π
z + 1

z

ã
= z2 sin

(
π +

π

z

)
= −z2 sin

π

z

= −z2
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!

(π
z

)2n+1
= −πz +

∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n+ 1)!

π2n+1

z2n−1

= −πz +
∞∑
n=0

(−1)nπ2n+3

(2n+ 3)!

1

z2n+1
, 0 < |z| < ∞. (35)

10. 2020-2021期末 T2 (5)计算积分
ˆ 2π

0

dθ

(a+ b cos θ)2
(0 < b < a).

解 记 z = eiθ (0 ⩽ θ < 2π)，则

cos θ =
1

2
(eiθ + e−iθ) =

1

2

Å
z +

1

z

ã
, dz = ieiθ dθ = iz dθ , (36)

因此取正向曲线 C : |z| = 1，实积分改写成：

ˆ 2π

0

dθ

(a+ b cos θ)2
=

ˆ
C

4z2

(bz2 + 2az + b)2
dz

iz
= − 4i

b2

ˆ
C

z dz

[z2 + (2a/b)z + 1]2
. (37)
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由于 0 < b < a，f(z) = 1/[z2 + (2a/b)z + 1]2的奇点满足

z2 +
2a

b
z + 1 = 0 =⇒ z1,2 =

−a±
√
a2 − b2

b
, (38)

并且

|z1| =

∣∣∣∣∣−a+
√
a2 − b2

b

∣∣∣∣∣ = a−
√
a2 − b2

b
=

b

a+
√
a2 − b2

<
b

a
< 1, (39)

|z2| =

∣∣∣∣∣−a−
√
a2 − b2

b

∣∣∣∣∣ = a+
√
a2 − b2

b
>

b

a
> 1, (40)

因此 f(z)在 |z| < 1内仅有 2阶极点 z1，从而

ˆ 2π

0

dθ

(a+ b cos θ)2
= − 4i

b2

ˆ
C
f(z) dz = − 4i

b2
· 2πi · d

dz

Å
z

(z − z2)2

ã∣∣∣∣
z=z1

=
8π

b2
· z2 + z1
(z2 − z1)3

=
8π

b2
· ab2

4(a2 − b2)3/2
=

2πa

(a2 − b2)3/2
. (41)

11. 2020-2021期末 T3 (1)设函数 f(z)在有界区域D内解析，在有界闭域 C +D上连续，这里

C 为D的边界. 证明：如果函数 f(z)没有零点，并且对于 z ∈ C 有 |f(z)| = M（M > 0为

常数），那么存在实数 α使得 f(z) = Meiα.

解 由于 f(z)在闭路 C 围成的区域 D内解析，由最大模原理，|f(z)| ⩽ |f(z)|
∣∣
z∈C = M .

另一方面，令 g(z) = 1/f(z)，由于 f(z)在 D内无零点，且对于 ∀z ∈ D，极限

lim
∆z→0

g(z +∆z)− g(z)

∆z
= lim

∆z→0

1

∆z

ï
1

f(z +∆z)
− 1

f(z)

ò
= − lim

∆z→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z

1

f(z)f(z +∆z)

= − f ′(z)

[f(z)]2
(42)

存在，因此 g(z)在D内也解析，由最大模原理，|g(z)| ⩽ |g(z)|
∣∣
z∈C = 1/M，即 |f(z)| ⩾ M .

综上分析，|f(z)| ≡ M，从而对 ∀z ∈ C +D，均 ∃α(z) ∈ R，使得 f(z) = Meiα.

12. 2020-2021期末 T3 (4)（压轴）设 f(z) = u(z) + iv(z)在 |z| < 1内解析，0 < r < 1，证明：

(a).
ˆ
|z|=r

f(z)

zn+1
dz = 0 (n ⩾ 1).

(b). 设 f(z) =

∞∑
n=0

anz
n，则 an =

1

πi

ˆ
u(z)

zn+1
dz (n ⩾ 1).

(c). f(0) =
1

2πi

ˆ
|z|=r

f(z)

z − z0
dz，其中 |z0| < r.

解 (a). 由于 f(z)在 |z| < 1内解析，故 f(z)在 z = 0处的Taylor级数一致收敛于 f(z). 记该

级数为
∞∑
n=0

anz
n. 由共轭运算的线性性与保持模不变的性质，对 ∀ε > 0，总 ∃N(ε) ∈ N+，

使得当 n > N 时，满足∣∣∣∣∣
n∑

k=0

ākz̄
k − f(z)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
k=0

akz
k − f(z)

∣∣∣∣∣ < ε, (43)
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故级数
∞∑
n=0

ānz̄
n 也一致收敛于 f(z)，从而该积分和无穷求和可交换. 而在 |z| = r 上，

r2 = zz̄，因此

ˆ
|z|=r

f(z)

zn+1
dz =

∞∑
m=0

am

ˆ
|z|=r

z̄m

zn+1
dz =

∞∑
m=0

amr2m
ˆ
|z|=r

dz

zm+n+1
. (44)

由于 n ⩾ 1，故m+ n+ 1 ⩾ 2 > 1，因此

ˆ
|z|=r

dz

zm+n+2
≡ 0，证得

ˆ
|z|=r

f(z)

zn+1
dz = 0. (45)

(b). 利用上一问的结论和 Cauchy积分公式，当 n ⩾ 1时，将 Taylor级数的系数改写为：

an =
f (n)(0)

n!
=

1

2πi

ˆ
|z|=r

f(z)

zn+1
dz

=
1

πi
· 1
2

ˆ
|z|=r

f(z) + f(z)

zn+1
dz

=
1

πi

ˆ
|z|=r

u(z)

zn+1
dz . (46)

(c). 沿用第 (1)问的结果，f(0) = ā0，且

ˆ
|z|=r

f(z)

z − z0
dz =

∞∑
n=0

ānr
2n

ˆ
|z|=r

dz

zn(z − z0)
. (47)

当 n ⩾ 1时，由 Cauchy积分公式，

1

2πi

ˆ
|z|=r

dz

zn(z − z0)
=

1

zn0
+

1

(n− 1)!
· (−1)n−1(n− 1)!

(z − z0)n

∣∣∣∣
z=0

= 0, (48)

因此

1

2πi

ˆ
|z|=r

f(z)

z − z0
dz =

ā0
2πi

ˆ
|z|=r

dz

z − z0
= ā0 = f(0). (49)

13. 2021-2022期末 T1 (2)曲线 |z − 1| = 1在函数 f(z) =
1

z
下的像为（写出表达式） .

解 记 w = 1/z = u+ iv，其中 z = x+ iy，则 x = u/(u2 + v2), y = −v/(u2 + v2)，曲线方

程化为：

1 = |z − 1|2 = (x− 1)2 + y2 =

Å
u

u2 + v2
− 1

ã2
+

v2

(u2 + v2)2
= 1 +

1− 2u

u2 + v2
, (50)

即 u = 1/2，为 w平面上的直线 Re w = 1/2.

14. 2021-2022期末 T1 (4)如果函数 f : D → G是区域 D到区域 G = {w ∈ C : Re w > 0}的解
析函数，那么 arg f(z) （填写“是”或“否”）为调和函数.

解 由于w = f(z)解析，且 Re w > 0，即 |w| ⩾ |Re w| > 0，则 ln f(z) = ln |f(z)|+ i arg f(z)
也解析，从而其虚部 arg f(z)为调和函数.
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15. 2021-2022期末 T2 (3)设D =

ß
z ∈ C : Im z > −1

2

™
，设 γ为区域D内从 0到 1的不经过 i

的任意简单曲线，计算积分

ˆ
γ

dz

1 + z2
.

解 记 Γ为从 0到 i的直线段，闭路 C 为 γ 与 Γ相连形成的正向曲线，则
ˆ
Γ

dz

1 + z2
z=x (0⩽x⩽1)
==========

ˆ 1

0

dx

1 + x2
= arctan 1 =

π

4
. (51)

被积函数 1/(1 + z2)的奇点 i和 −i前者在 D内，后者不在，即 C 所包围的区域内至多包

含奇点 i. 以下分两种情况讨论：
(a). 点 i不在 C 所围成的区域内，则由 Cauchy积分定理，ˆ

C

dz

1 + z2
= 0 =⇒

ˆ
γ

dz

1 + z2
=

ˆ
Γ

dz

1 + z2
=

π

4
. (52)

(b). 点 i在 C 所围成的区域内，此时必定有 C = Γ + γ−. 由 Cauchy积分公式，ˆ
C

dz

1 + z2
= 2πi · 1

2i
= π =⇒

ˆ
γ

dz

1 + z2
=

Åˆ
Γ
−
ˆ
C

ã
dz

1 + z2
= −3π

4
. (53)

16. 2021-2022期末 T2 (4)计算积分
ˆ
C

ez

z(1− z)3
dz，其中 C 为不过点 0和 1的简单闭曲线.

解 记 C 所包围的区域为 D，则分四种情况讨论.
(a). 0, 1 /∈ D，则记此时闭路为 C0，由 Cauchy积分定理，ˆ

C0

ez

z(1− z)3
dz = 0. (54)

(b). 0 ∈ D且 1 /∈ D，则记此时闭路为 C1，由 Cauchy积分公式，ˆ
C1

ez

z(1− z)3
dz = 2πi. (55)

(c). 0 /∈ D且 1 ∈ D，则记此时闭路为 C2，由 Cauchy积分公式，
ˆ
C2

ez

z(1− z)3
dz = 2πi

d2

dz2

Å
−ez

z

ã∣∣∣∣
z=1

= −2πei. (56)

(d). 0, 1 ∈ D，则记此时闭路为 C3，由多连通域的 Cauchy积分定理，ˆ
C3

ez

z(1− z)3
dz =

Åˆ
C1

+

ˆ
C2

ã
ez

z(1− z)3
dz = −2π(e− 1)i. (57)

17. 2021-2022期末 T2 (5)计算积分
ˆ π

0
cot(x+ 1− 2i) dx.

解 注意到

cot(z + π) =
cos(z + π)

sin(z + π)
= i

e2i(z+π) + 1

e2i(z+π) − 1
= i

e2iz + 1

e2iz − 1
= cot z, (58)

因此
ˆ 2π

π
cot(x+ 1− 2i) dx =

ˆ 2π

π
cot(x+ 1− 2i + π) d(x+ π) =

ˆ π

0
cot(x+ 1− 2i) dx ,

(59)
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即

ˆ π

0
cot(x+ 1− 2i) dx =

1

2

ˆ 2π

0
cot(x+ 1− 2i) dx. 记 z = e2i(x+1−2i) = e4+2i(x+1) (0 ⩽

x < 2π)，则取正向闭曲线 C : |z| = e4，由 Cauchy积分公式，
ˆ 2π

0
cot(x+ 1− 2i) dx =

ˆ
C

i
z + 1

z − 1

dz

iz
=

ˆ
C

z + 1

z(z − 1)
dz = 2πi(−1 + 2) = 2πi, (60)

因此原积分为
ˆ π

0
cot(x+ 1− 2i) dx =

1

2
· 2πi = πi. (61)

18. 2021-2022期末 T3 (4)（压轴）设函数 f(z)在 |z| < 2内解析，且满足
∣∣f(eiθ)

∣∣ ⩽ 2, 0 ⩽ θ ⩽
π;
∣∣f(eiθ)

∣∣ ⩽ 3, π ⩽ θ ⩽ 2π. 证明：

|f(0)| ⩽
√
6. (62)

解 在 |z| = 1上，考虑解析函数 f(z)f(h(z))或 f(z)f(h(z))，希望 arg z, arg h(z)分别在

[0, π)和 [π, 2π)两个区间内取值，且 h(0) = 0. 这样两个函数的模在对应区间上的最大值
分别为 2 和 3，乘积恰好为待证结论中 |f(0)|2 的上限. 有两种考虑：arg z → − arg z 和

arg z → π+arg z. 前者可构造 h(z) = z̄，对应解析函数为 f(z)f(z̄). 但后续证明较繁琐，请
同学们自行尝试. 后者可构造 h(z) = zeiπ = −z，对应解析函数为 g(z) = f(z)f(−z). 显然
g(z)在 |z| < 1内解析，由最大模原理，

|f(0)|2 = |g(0)| ⩽ |g(z)|
∣∣∣∣
|z|=1

= |f(z)||f(−z)|
∣∣∣∣
|z|=1

⩽ 2× 3 = 6, (63)

即 |f(0)| ⩽
√
6，上式第二个等号成立当且仅当存在模为 1的 z0，使得 f(z0) = 2, f(−z0) = 3

或 f(z0) = 3, f(−z0) = 2.

16


	知识点回顾
	复数和平面点集
	复变数函数
	解析函数的积分表示
	调和函数
	解析函数的级数展开
	基本性质
	幂级数
	解析函数的Taylor展开
	Laurent级数
	解析函数的孤立奇点


	作业题讲解
	其他习题补充

