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1. 该函数奇点满足 cos z =
eiz + e−iz

2
= −2, 整理得

(eiz)2 + 4eiz + 1 = 0,

从中解得 eiz = −2±
√
3 < 0，因此其全部奇点为

zk1 = −iLn
(
−2−

√
3
)
= −i

[
ln

(
2 +

√
3
)
+ iπ + 2k1πi

]
= (2k1 + 1)π − i ln

(
2 +

√
3
)

(k1 ∈ Z),

zk2 = −iLn
(
−2 +

√
3
)
= −i

[
ln

(
2−

√
3
)
+ iπ + 2k2πi

]
= (2k2 + 1)π − i ln

(
2−

√
3
)

(k2 ∈ Z).

2. (1) 经计算，

i
√
3 = exp

(√
3Ln i

)
= exp

[√
3(0 + iArg i)

]
= exp

[√
3

2
(4k + 1)πi

]
(k ∈ Z).

(2) 对 ∀x ∈ R，由于

sin(ix) = e−x − ex
2i = i sinhx, cos(ix) = e−x + ex

2
= coshx,

因此

sin(1 + 2i) = sin 1 cos(2i) + cos 1 sin(2i) = sin 1 cosh 2 + i cos 1 sinh 2.

3. 记 f(z) =
1

z(z − 2i)(2z + 2)2
. 在闭路 C 所包围的区域内，f(z)具有 1级极点 z0 = 0, z2 =

2i 与 2 级极点 z1 = −1，由留数定理，

I =

∮
C

f(z) dz = 2πi
2∑

k=0

Res[f(z), zk]

= 2πi
{

1

(−2i) · 22 + lim
z→z1

d
dz

[
(z + 1)2 · 1

z(z − 2i)(2z + 2)2

]
+

1

2i · (2 + 4i)2

}
= 2πi ·

[
− 1

8i +
1

8i

(
1− 1

(1 + 2i)2

)
+

1

8i(1 + 2i)2

]
= 0.

1
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4. 记 f(z) = zz̄ = x2 + y2，其中 x = Re(z) ∈ R, y = Im(z) ∈ R，可见 f(z) 在复平面上不解
析，不能使用柯西积分定理. 当 z 在圆 |z| = 1 上时，f(z) = |z|2 = 1，记 z = eiθ，则由
定义， ∮

C

f(z) dz =

∫ i

−i
f(z)

∣∣∣∣
x=Re(z)≡0

dz +
∫

|z|=1,
π/2<θ<3π/2

f(z) dz

= i
∫ 1

−1

y2 dy +
∫ 3π/2

π/2

ieiθ dθ =
2

3
i − 2i = −4

3
i.

5. 记 g(x, y) = x2 − y2 + xy + 3y，因此

∂2g

∂x2
=

∂

∂x
(2x+ y) = 2,

∂2g

∂y2
=

∂

∂y
(x− 2y + 3) = −2,

可得 ∆g =
∂2g

∂x2
+

∂2g

∂y2
= 0. 该式对 ∀(x, y) ∈ R2 都成立，因此 g(x, y) 为全平面的调和函

数. 设 f(z) = u(x, y) + iv(x, y)，其中 z = x+ iy (x, y ∈ R)，那么

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i∂v

∂x
=

∂v

∂y
− i∂v

∂y
.

由题意，

x2 − y2 + 3y =
∂u

∂x
− ∂v

∂x
=

∂v

∂y
+

∂u

∂y
,

那么利用 ∆v = 0 可得

2
∂2u

∂x∂y
= (−2y + 3) + 2x,

(
∂2

∂x2
− ∂2

∂y2

)
u = 2x− (−2y + 3),

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
u = 0,

即有

∂2u

∂x2
= x+ y − 3

2
,

∂2u

∂x∂y
= x− y +

3

2
,

∂2u

∂y2
= −x− y +

3

2
,

由题意，

f ′(0) =
∂u

∂x

∣∣∣∣
(0,0)

− i ∂u
∂y

∣∣∣∣
(0,0)

= 0, f(0) = u(0, 0) + iv(0, 0) = i,

即有

u(0, 0) = 0, v(0, 0) = 1;
∂u

∂x

∣∣∣∣
(0,0)

=
∂u

∂y

∣∣∣∣
(0,0)

= 0,

因此

∂u

∂x
=

∂u

∂x

∣∣∣∣
(0,0)

+

∫ x

0

∂2u

∂x2

∣∣∣∣
y=0

dx+

∫ y

0

∂2u

∂x∂y

∣∣∣∣
x

dy =
1

2
(x2 + 2xy − y2)− 3

2
(x− y),

∂u

∂y
=

∂u

∂y

∣∣∣∣
(0,0)

+

∫ x

0

∂2u

∂x∂y

∣∣∣∣
y=0

dx+

∫ y

0

∂2u

∂y2

∣∣∣∣
x

dy =
1

2
(x2 − 2xy − y2) +

3

2
(x+ y),
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将其代入原方程组，并重复一次操作，可得

∂v

∂x
=

∂u

∂x
− (x2 − y2 + 3y) = −1

2
(x2 − 2xy − y2)− 3

2
(x+ y),

∂v

∂y
= (x2 − y2 + 3y)− ∂u

∂y
=

1

2
(x2 + 2xy − y2)− 3

2
(x− y),

u(x, y) = u(0, 0) +

∫ x

0

∂u

∂x

∣∣∣∣
y=0

dx+

∫ y

0

∂u

∂y

∣∣∣∣
x

dy

=
1

6
(x3 + 3x2y − 3xy2 − y3)− 3

4
(x2 − 2xy − y2),

v(x, y) = v(0, 0) +

∫ x

0

∂v

∂x

∣∣∣∣
y=0

dx+

∫ y

0

∂v

∂y

∣∣∣∣
x

dy

= −1

6
(x3 − 3x2y − 3xy2 + y3)− 3

4
(x2 + 2xy − y2) + 1.

综上分析，f(z) 表达式为

f(z) =
1

6
(1− i)z3 − 3

4
(1 + i)z2 + i.

简单解法 设 f ′(z) = u(x, y) + iv(x, y)，由题意，u− v = x2 − y2 + 3y，因此

∂u

∂x
− ∂v

∂x
= 2x,

∂u

∂y
− ∂v

∂y
= −2y + 3,

由 C-R 方程，∂u

∂x
=

∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
，代入消去 v 可得

∂u

∂x
+

∂u

∂y
= 2x,

∂u

∂y
− ∂u

∂x
= −2y + 3,

因此

∂u

∂x
= x+ y − 3

2
,

∂u

∂y
= x− y +

3

2
,

选取折线路径：(0, 0) → (x, 0) → (x, y)，可得

u(x, y) = u(0, 0) +

∫ x

0

(
u− 3

2

)
du+

∫ y

0

(
x− v +

3

2

)
dv

=
1

2
x2 − 3

2
x+ xy − 1

2
y2 +

3

2
y + C1,

v(x, y) = u(x, y)− (x2 − y2 + 3y) = −1

2
x2 − 3

2
x+ xy +

1

2
y2 − 3

2
y + C1,

由于 f ′(0) = 0，故 C1 = 0，则

f ′(z) = u(x, y) + iv(x, y) = 1

2
(1− i)x2 + (1 + i)xy − 1

2
(1− i)y2 − 3

2
(1 + i)x+

3

2
(1− i)y

=
1

2
(1− i)(x+ iy)2 − 3

2
(1 + i)(x+ iy) = 1

2
(1− i)z2 − 3

2
(1 + i)z,

代入 f(0) = i，积分得最终结果

f(z) =
1

6
(1− i)z3 − 3

4
(1 + i)z2 + i.
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6. 记 z = x + iy (x, y ∈ R)，那么 |z| < 1 − Re z 可表示为
√
x2 + y2 < 1 − x，即区域

D : 2x < 1− y2. 曲线 C : 2x = 1− y2 在 R2 平面内为一以 x 轴（在复平面内为实轴）为
对称轴、焦准距 p = 1、焦点位于原点的抛物线，因此 D 在复平面内表示位于 C 外包含
焦点的区域（不包含曲线 C）.


