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1 Exercise 9.5

1. (9.5.5)设 z = z(x, y)是由方程 z3 − 2xz + y = 0所确定的隐函数，当 x = y = 1时 z = 1，

试按 (x− 1)和 (y − 1)的乘幂展开函数 z至二次项为止.

解 记方程 F (x, y, z) = z3 − 2xz + y = 0，则

zx(1, 1) = − Fx

Fz

∣∣∣∣
(1,1)

=
2z

3z2 − 2x

∣∣∣∣
(1,1)

= 2, (1.1)

zy(1, 1) = − Fy

Fz

∣∣∣∣
(1,1)

= − 1

3z2 − 2x

∣∣∣∣
(1,1)

= −1, (1.2)

进而二阶导

zxx(1, 1) = 2
2z − (3z2 + 2x)zx

(3z2 − 2x)2

∣∣∣∣
(1,1)

= −16, (1.3)

zxy(1, 1) = ∂xzy

∣∣∣∣
(1,1)

=
6zzx − 2

(3z2 − 2x)2

∣∣∣∣
(1,1)

= 10, (1.4)

zyy(1, 1) =
6zzy

(3z2 − 2x)2

∣∣∣∣
(1,1)

= −6, (1.5)

因此 z = z(x, y)在点 (1, 1)附近展开的结果为

z(x, y) = 1 + 2(x− 1)− (y − 1)− 8(x− 1)2 + 10(x− 1)(y − 1)− 3(y − 1)2 + o(x2 + y2).

(1.6)

2. [9.5.10 (3)]求函数 u = sinx sin y sin z在条件 x+ y + z = π/2且 x, y, z > 0条件下的极值.

解 代入 z = π/2− x− y，则待研究函数与条件分别变为

z = sinx sin y cos(x+ y),

x, y > 0,

0 < x+ y < π/2.
(1.7)

极值点的必要条件：

zx = sin y[cosx cos(x+ y)− sinx sin(x+ y)] = sin y cos(2x+ y) = 0, (1.8)

zy = sinx cos(2y + x) = 0. (1.9)



注意到 0 < x, y < π/2且 0 < 2x+ y, 2y + x < π，上述方程组的唯一解为

2x+ y = 2y + x =
π

2
=⇒ x = y =

π

6
= z, (1.10)

即可疑点 P0(π/6, π/6). 进一步计算二阶导：

A = zxx(P0) = − 2 sin y sin(2x+ y)

∣∣∣∣
P0

= −1 = C < 0, (1.11)

B = zxy(P0) = cos(2x+ 2y)

∣∣∣∣
P0

= −1

2
, (1.12)

可见 AC −B2 = 3/4 > 0且 A < 0，函数 u在 P0(π/6, π/6)处取极大值，不存在极小值.

3. 从平行六面体一点出发，指向其相邻三个顶点产生的向量分别记为 x,y, z，其模长分别为

x, y, z，由题意 x+ y + z = 3a，那么平行六面体的体积

V = |(x× y) · z| ⩽ xyz ⩽
(x+ y + z

3

)3

= a3, (1.13)

前后等号成立依次要求 x,y, z相互正交和 x = y = z，即 V = Vmax = a3时其为正方体.

2 Exercise 10.1

1. (10.1.1)改变下列积分的顺序.

(a).
ˆ 1

−1
dx

ˆ √
1−x2

0
dy f(x, y).

解 积分区域 D = {(x, y)|x2 + y2 ⩽ 1, y ⩾ 0}，因此

ˆ 1

−1
dx

ˆ √
1−x2

0
dy =

ˆ 1

0
dy

ˆ √
1−y2

−
√

1−y2
dx. (2.1)

(b).
ˆ a

0
dy

ˆ a+
√

a2−y2

a−
√

a2−y2
dx f(x, y).

解 积分区域 D = {(x, y)|(x− a)2 + y2 ⩽ a2, y ⩾ 0}，因此

ˆ a

0
dy

ˆ a+
√

a2−y2

a−
√

a2−y2
dx =

ˆ 2a

0
dx

ˆ √
a2−(x−a)2

0
dy. (2.2)

(c). 积分区域 D = {(x, y)|0 ⩽ x ⩽ 2y ⩽ x, y ⩽ 2− x}，因此
ˆ 1

0
dx

ˆ x

0
dy +

ˆ 2

1
dx

ˆ 2−x

0
dy =

ˆ 1

0
dy

ˆ 2−y

y
dx. (2.3)

2. (10.1.2)计算下列积分.
(a).
¨

D

y dx dy

(1 + x2 + y2)3/2
, D = [0, 1]2.
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解 注意到 y dy = d
(
y2
)
/2，先对 y积分：

原式 =

ˆ 1

0
dx · −1√

1 + x2 + y2

∣∣∣∣∣
y=1

y=0

=

ˆ 1

0

Å
1√

1 + x2
− 1√

2 + x2

ã
dx

x=a sinh t
========
a=1 or

√
2

arcsinh 1− arcsinh
1√
2

= ln
Ä
1 +

√
2
ä
− ln

1 +
√
3√

2
= ln

2 +
√
2

1 +
√
3
, (2.4)

其中已利用 cosh2 t− sinh2 t = 1以及

x = sinh y =
ey − e−y

2
=⇒ y = arcsinh x = ln

Ä
x+

√
x2 + 1

ä
. (2.5)

(b).
¨

D
sin(x+ y) dx dy , D = [0, π]2.

解 由题意，

原式 =

ˆ π

0
dx · [− cos(x+ y)]

∣∣∣∣y=π

y=0

= 2

ˆ π

0
cosx dx = 0. (2.6)

(c).
¨

D
(x+ y − 1) dx dy，D由 y = x, y = x+ a, y = a, y = 3a围成.

解 应尽可能避免将积分区间分段处理，做出图像可知依次对 x, y积分更易于计算：

原式 =

ˆ 3a

a
dy

ˆ y

y−a
(x+ y − 1) dx =

ˆ 3a

a
dy · 1

2
(x+ y − 1)2

∣∣∣∣x=y

x=y−a

=
a

2

ˆ 3a

a
(4y − a− 2) dy = a2(7a− 2). (2.7)

其中已假定 a > 0，a < 0时处理方法类似，此处从略.

(d).
¨

D

sin y

y
dx dy，D由 y = x及 x = y2围成.

解 曲线交点为 (0, 0)和 (1, 1). 由于 sin y/y的原函数不存在初等函数表示，因此必然

先对 x积分：

原式 =

ˆ 1

0
dy

ˆ y

y2
dx

sin y

y
=

ˆ 1

0
(1− y) sin y dy

= − (1− y) cos y

∣∣∣∣1
0

−
ˆ 1

0
cos y dy = 1− sin 1. (2.8)

(e).
¨

D
|cos(x+ y)| dx dy，其中 D由直线 y = x, y = 0, x = π/2围成.

解 利用直线 l : x + y = π/2将 D 分割成左下的 D1 和右上的 D2，则 cos(x+ y)在

D1内恒正，在D2内恒负. 注意到积分区域D1, D2和被积函数均关于 l对称，即考虑

变换 S : (x, y) → (π/2− y, π/2− x)：

D1 = {(x, y)|y ⩽ x, y ⩾ 0, x+ y ⩽ π/2}
S−→{(x, y)|y ⩽ x, x ⩽ π/2, x+ y ⩾ π/2} = D2, (2.9)

|cos(x+ y)| S−→ |cos(π − y − x)| = |cos(x+ y)|, (2.10)
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故原积分在 D1和 D2内的积分值相同，那么

原式 = 2

¨
D1

cos(x+ y) dx dy = 2

ˆ π/4

0
dy

ˆ π/2−y

y
cos(x+ y) dx

= 2

ˆ π/4

0
[1− sin(2y)] dy =

π

2
− 1. (2.11)

3. (10.1.4)设函数 φ和 ψ 分别在区间 [a, b]和 [c, d]上可积，求证 f(x, y) = φ(x)ψ(y)在 D =

[a, b]× [c, d]上可积，且有

¨
D
f(x, y) dx dy =

ˆ b

a
φ(x) dx

ˆ d

c
ψ(x) dx . (2.12)

证明. 依照 10.1.3小节的分割，由分解所得函数 φ,ψ的可积性（Riemann和的极限存在）证
明总极限存在即可.

4


	Exercise 9.5
	Exercise 10.1

