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1 知识回顾

1.1 空间解析几何

1. 向量的基本运算

1. 点乘：a · b = |a| |b| cos θ(a, b).
2. 叉乘：c = a× b，其中 |c| = |a| |b| sin θ(a, b)，其方向由右手螺旋定则确定. 坐标表示：

a · b = axbb + ayby + azbz, a× b =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ

ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (1.1)

3. (a). a, b共线的充要条件：a× b = 0.
(b). a, b, c共面的充要条件：(a× b) · c = 0.

2. 平面方程的构建

常见的构建方式有三种：

1. 截距式.
2. 点法式：n ·

−→
PP0 = 0，其中点 P0, P 分别为平面上的定点和动点. 通常设法找到该平面上

的两个向量，利用叉乘构建 n.
3. 平面系方程：适用于绕过定直线的平面. 若该直线给的是交面式

Aix+Biy + Ciz +Di = 0, i = 1, 2. (1.2)

则平面系方程为

(A1 + λA2)x+ (B1 + λB2)y + (C1 + λC2)z + (D1 + λD2) = 0, (1.3)

其中 λ可取到∞. 若该直线给的是点向式，则利用参数式构造两个平面方程即可.

3. 直线方程的构建

特征量即方向向量，通常设法找到直线某一法平面内两个向量，利用叉乘构建方向向量. 对
于题设为平面交线的直线，也会使用表达更简便的交面式.

4. 空间中的位置关系

1. 平面间：平行即 n1//n2，正交即 n1 ·n2 = 0. 特别地，对于处于角平分线上的平面，可将
法向量单位化为 n′

1,n
′
2，则该平面的法向量为 n′

1 ± n′
2，直线类似.
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2. 直线间：平行即 τ 1//τ 2，正交即 τ 1 · τ 2 = 0，异面即 (τ 1 × τ 2)×
−→
P1P2 ̸= 0，其中 P1, P2

分别为两直线上的点.
3. 直线与平面：平行即 n ·τ = 0，包含即直线上任一点在平面上，相交即除此之外的情形. 特
别地，正交满足 n//τ .

5. 空间中的距离计算

原始公式：d = |
−→
P0P · n| /|n| 和 d = |

−→
P0P × τ | /|τ |，两者分别是对于平面和直线而言的.

1. 两点间的距离公式.
2. 点面距离：d = |Ax0 +By0 + Cz0 +D| /

√
A2 +B2 + C2.

3. 点线距离：d = |(x0 − x′0, y0 − y′0, z0 − z′0)× (l,m, n)| /
√
l2 +m2 + n2.

4. 平行平面间距：d = |D1 −D2| /
√
A2 +B2 + C2.

5. 平行直线间距：d = |(x1 − x2, y1 − y2, z1 − z2)× (l,m, n)| /
√
l2 +m2 + n2.

6. 异面直线面间距：d = |(τ 1 × τ 2) · (x1 − x2, y1 − y2, z1 − z2)| /|(τ 1 × τ 2)| .

6. 常见二次曲面的识别

1. 柱面：在应试中出现基本上是母线平行于坐标轴的情形，trivial.
2. 锥面：在应试中基本以 z2 = x2 + y2或 z = (±)

√
x2 + y2的形式出现，trivial.

3. 旋转曲面：某两个分量仅有二次项，且二次项系数相等，具体原因见旋转曲面的构建小小
节.

4. 椭球面：x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1.
5. 双曲面：x2/a2 + y2/b2 − z2/c2 = ±1，其中单叶和双叶分别对应于 +1和 −1. 一个比较简
单的区分方法是，分别取 x, y, z 为零，单叶双曲面始终与坐标平面有交线，而双叶双曲面

与其一坐标平面不相交（实际上对应这里的负项 −z2/c2）.
6. 椭圆抛物面：z = x2/a2 + y2/b2.
7. 双曲抛物面：z = x2/a2 − y2/b2.

7. 常用空间坐标系

柱坐标系： 
ρ =

√
x2 + y2,

φ = arctan(y/x),

z = z,

⇐⇒


x = ρ cosφ,

y = ρ sinφ,

z = z,

(1.4)

其中 ρ ∈ [0,+∞), φ ∈ [0, 2π), z ∈ (−∞,+∞)，体积元

dV = ρ dρ dφ dz . (1.5)
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球坐标系： 
r =

√
x2 + y2 + z2,

θ = arctan
Ä√

x2 + y2/z
ä
,

φ = arctan(y/x),

⇐⇒


x = r sin θ cosφ,

y = r sin θ sinφ,

z = r cos θ,

(1.6)

其中 r ∈ [0,+∞), θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π)，体积元

dV = r2 sin θ dr dθ dφ . (1.7)
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1.2 多变量函数的微分学

1. 函数的极限与连续性

1. 极限：对 ∀ε > 0，总 ∃δ(ε,M0) > 0，其中点M0(x0, y0)，使得当

0 <
»

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ 或 0 < |x− x0| < δ, 0 < |y − y0| < δ (1.8)

时，0 < |f(x, y)− a| < ε恒成立，则 lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = a.

当然，一般要用 ε-δ 语言证明极限存在时，通常用后者，因为近似线性的运算通常要来得
更简单.

注 注意 δ是与坐标点M0相关的，对于不同坐标点下的 δ(M0)与 δ(M)，可能并不存在统

一的最小值 min{δ(M0), δ(M)}，参见第四次习题课讲解的习题 9.1的第 19题.

2. 连续：若 a = f(x0, y0)，则 f(x, y)在点M0 连续. 若对 D上任一点满足 δ = δ(ε)（与坐标

点无关），则 f(x, y)在 D上一致连续.

2. 偏导数与可微性

1. 偏导数：

fx(x0, y0) = lim
x→x0

f(x, y)− f(x0, y0)

x− x0
=

df(x, y0)

dx

∣∣∣∣
x=x0

, (1.9)

fy(x0, y0) = lim
y→y0

f(x0, y)− f(x0, y)

y − y0
=

df(x0, y)

dy

∣∣∣∣
y=y0

. (1.10)

类似可定义高阶偏导数. 若 f(x, y) ∈ Cn(D)，则 f(x, y)在 D中 n阶偏导可交换.
2. 可微：记 ρ =

√
(∆x)2 + (∆y)2，则

f(x, y)在M0(x0, y0)可微 ⇐⇒ lim
ρ→0+

∆f − fx∆x− fy∆y

ρ

∣∣∣∣
M0

= 0. (1.11)

3. 方向导数与梯度

1. 方向导数：记 l = l(cosα, cosβ)，则

∂f

∂l

∣∣∣∣
M0(x0,y0)

= lim
t→0

f(x0 + t cosα, y0 + t sinα)− f(x0, y0)

t
, (1.12)

几何上，方向导数即 f(x, y)在M0点沿 l方向的单位增长率. 换言之，沿 l方向增量∆f 有

多大，取决于方向导数与增量 t的乘积.
2. 梯度：

∇f = grad f = fxx̂+ fyŷ =⇒ ∂f

∂l
= ∇f · l

l
. (1.13)

梯度方向即 f(x, y)增长率（绝对值）最高的方向，因为 |∂f/∂l | ⩽ |∇f | 恒成立.

注 注意利用梯度计算方向导数时，方向向量 l一定要单位化.

5



4. Jacobi行列式

1. 常在重积分中利用二元和三元的 Jacobi行列式，即

du dv =

∣∣∣∣∂(u, v)∂(x, y)

∣∣∣∣ dx dy =

∥∥∥∥∥ux uy

vx vy

∥∥∥∥∥ dx dy , (1.14)

du dv dw =

∣∣∣∣∂(u, v, w)∂(x, y, z)

∣∣∣∣ dx dy dz =

∥∥∥∥∥∥∥∥
ux uy uz

vx vy vz

wx wy wz

∥∥∥∥∥∥∥∥ dx dy dz . (1.15)

2. Jacobi行列式的链式法则：
∂(ξ, η)

∂(x, y)
=

∂(ξ, η)

∂(u, v)

∂(u, v)

∂(x, y)
. (1.16)

3. 对于换元 (x, y) → (u, v)，若变换形式为

x = x(u, v),

y = y(u, v),
则通常如下计算 Jacobi行列式：

∂(u, v)

∂(x, y)
=

ï
∂(x, y)

∂(u, v)

ò−1

=
1

xuyv − xvyu
, (1.17)

再反解代入

u = u(x, y),

v = v(x, y).

5. 隐函数偏导数的计算

1. 对于满足单一约束条件 F (x1, · · · , xn) = 0的变量组来说，若偏导数存在，则

∂xi
∂xj

= −∂jF

∂iF
, i ̸= j. (1.18)

2. 对于双重约束的情形：

F (x, y, u, v) = 0,

G(x, y, u, v) = 0.
若计算 ux 或 vy 这种单个因变量的单个偏导

数，则选取 u与其他任一变量作为因变量（这里选择 v），对另外两个（自）变量求偏导即

可： Fx + Fuux + Fvvx = 0,

Gx +Guux +Gvvx = 0,

Fy + Fuuy + Fvvy = 0,

Gy +Guuy +Gvvy = 0,
(1.19)

利用此方程组分别解出 ux, vy 即可（这里不建议记书上的公式）.
若计算 du或 ux, uv 都需要计算，应将 du视为一个整体，对方程组取微分即可：Fx dx+ Fy dy + Fu du+ Fv dv = 0,

Gx dx+Gy dy +Gu du+Gv dv = 0,
(1.20)

整体地计算出 du = ux dx+ uy dy而不必拆成偏导分别计算两次.
3. 两个常用的偏微分公式（利用隐函数求导法则容易证明）：

∂y

∂x

∂x

∂y
= 1,

∂z

∂y

∂y

∂x

∂x

∂z
= −1 ⇔ ∂z

∂x
= −∂z

∂y

∂y

∂x
. (1.21)
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6. 二元函数 Taylor公式

设 f(x, y) ∈ Cn+1(D)，其中凸区域 D ∈ R2，则

f(x, y) =

n∑
m=0

1

m!
(h∂x + k∂y)

m f(x, y)

∣∣∣∣
(x0,y0)

+Rn(x0, y0), where h = x− x0, k = y − y0.

(1.22)

特别地，n = 0情形对应二元中值定理：

f(x, y)− f(x0, y0) = fx(x0 + θh, y0 + θk)h+ fy(x0 + θh, y0 + θk)k, where θ(x0, y0) ∈ (0, 1).

(1.23)

关于二元函数 Taylor展开的一些经验或技巧：

1. 在考试中通常只出现展开至二次的情形，若要求展开至三次及以上的情形，则通常会出现
可整体换元的齐次变量（例如 x+ y, x2 + y2），利用单变量函数的展开公式即可.

2. 对于可分解的函数 f(x, y) = g(x)h(y)，分别考虑成 g和 h的单变量函数 Taylor展开至对应
结束即可，再将展开式相乘保留对应高阶项.

例 1.1 (9.5.4)求下列函数的 Taylor公式，并指出展开式成立的区域.

1. f(x, y) = ex ln(1 + y)在点 (0, 0)，直到三阶为止.
2. f(x, y) =

√
1− x2 − y2在点 (0, 0)，直到四阶为止.

3. f(x, y) = 1/(1− x− y + xy)在点 (0, 0)，直到 n阶为止.

解 参见作业答案.

7. 函数极值判断

1. 无约束极值：通常为二元或三元函数. 以二元函数为例，计算 fx = fy = 0的点 (x0, y0)，再

计算

A = fxx(x0, y0), B = fxy(x0, y0), C = fyy(x0, y0). (1.24)

(a). 若 AC −B2 > 0，则 A > 0时该点为函数的极小值，A < 0时该点为函数的极大值1.
(b). 若 AC −B2 < 0，该点并非极值点.
(c). 若 AC −B2 = 0，无法判断.

2. 有约束极值：通常为三元函数配单约束. 采用 Lagrange乘子法，定义 Lagrange函数

L(x, y, z;λ) = f(x, y, z) + λφ(x, y, z), (1.25)

再计算 L关于各变量偏导为零的点2. 对于判断极值的部分，在应试中通常为最值判断（见
下一小节讨论），因此比较各可疑点函数值大小即可.

1类比一元函数二阶导条件记忆
2通常解方程的方法是，利用前三式解出 x(λ), y(λ), z(λ)，代入最后一式即约束条件
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注 (a). 若需要讨论是否为极值，注意到三元函数在单约束下退化为二元函数，此时可利
用二元函数的极值条件判断. 例如若 φ(x, y, z) = 0确定了隐函数 z = z(x, y)，即

zx = −φx

φz
, zy = −φy

φz
, (1.26)

那么3

∂xf = f1 + f3zx = f1 −
f3φx

φz
, ∂yf = f2 −

f3φy

φz
, (1.27)

进而可计算 ∂2
xf, ∂xyf, ∂

2
yf，回到无约束极值的情形.

(b). 对于目标函数含绝对值的情形，通常将其平方后定义为 f（例如有约束下求点到坐标

平面的距离最值）.

8. 最值判断

在应试中通常更常出现的是这一类题，相比极值判断有三点需要注意：

1. 在题目不限制方法的情况下，最优先考虑不等式解法减少讨论，降低计算量. 常用的不等
式有基本不等式与 Cauchy不等式.

2. 对于闭域，优先考虑边界上可能的极值（边界上的边界点额外计算函数值），以免在内部讨
论后遗漏.

3. 所有可能的最值点即所有可能的极值点加边界点，且判断最值时不用考虑是否为极值，比
较各函数值确定何者最大最小即可.

例 1.2 (9.5.19)椭球体 x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 ⩽ 1的内接长方体中，求体积最大的长方体的体积.

解 由内接长方体的对称性，记第一卦限内的顶点为 (x0, y0, z0)，则其体积为

V = 8x0y0z0 = 8abc · x0
a

· y0
b

· z0
c

⩽ 8abc ·

[ 
1

3

Å
x20
a2

+
y20
b2

+
z20
c2

ã]3

=
8abc

3
√
3
, (1.28)

等号成立当且仅当 x0/a = y0/b = z0/c，即 x0 = a/
√
3, y0 = b/

√
3, z0 = c/

√
3.

例 1.3 (Ch9-14)求函数 f(x, y) = x2 + xy2 − x在区域D = {(x, y)|x2 + y2 ⩽ 2}上的最大值和最
小值.

解 1. 在边界 x2 + y2 = 2上，h(x)
∆
=== g(x,±

√
2− x2) = x+ x2 − x3 (|x| ⩽

√
2)，可能的极

值点满足

h′(x) = 1 + 2x− 3x2 = 0 =⇒ x = −1

3
or 1, (1.29)

代入得

h(1) = 1, h

Å
−1

3

ã
= − 5

27
, h(±

√
2) = 2∓

√
2. (1.30)

3这里不写成 fx 是为了避免与 f1 混淆
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2. 在区域内部，可能的极值点满足fx = 2x+ y2 − 1 = 0,

fy = 2xy = 0
=⇒ (x, y) = (0,±1), (1/2, 0), (1.31)

因此 f(0,±1) = 0, f(1/2, 0) = −1/4.

对比各函数值可知，

f(x, y)max = f(−
√
2, 0) = 2 +

√
2, f(x, y)min = f

Å
1

2
, 0

ã
= −1

4
. (1.32)

例 1.4 (9.5.11(4))求函数 z = x2y(4− x− y)在区域 {(x, y)|x ⩾ 0, y ⩾ 0, x+ y ⩽ 6}内的最大值
与最小值.

解 1. 在边界 x = 0或 y = 0上，z ≡ 0.
2. 在边界 x+ y = 6上，z = 2x2(x− 6) (0 < x < 6)，则可能的极值点满足

zx = 2(3x2 − 12x) = 0 =⇒ x = 4 =⇒ z(4, 2) = −64. (1.33)

3. 在区域内部，可能的极值点满足zx = y[2(4− y)x− 3x2] = 0,

zy = x2[(4− x)− 2y] = 0
=⇒

x = 2,

y = 1
=⇒ z(2, 1) = 4. (1.34)

对比各可能的最值点函数值大小可知，

zmax = z(2, 1) = 4, zmin = z(4, 2) = −64. (1.35)
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1.3 多变量函数的重积分

1. 积分性质

1. 关于被积函数的线性性：
ˆ
D
c1f1 + c2df dσ = c1

ˆ
D
f1 dσ + c2

ˆ
f2 dσ.

2. 关于积分区域的线性性：
ˆ
D1+D2

f dσ =

ˆ
D1

f dσ +

ˆ
D2

f dσ.

3. 不等关系的传递性：f ⩾ g ⇒
ˆ
D
f dσ ⩾

ˆ
D
g dσ.

特别地，若在 D上m ⩽ f ⩽ M，则mA(D) ⩽
ˆ
D
f dσ ⩽ MA(D).

4.
∣∣∣∣ˆ

D
f dσ

∣∣∣∣ ⩽ ˆ
D
|f | dσ.

5. 积分中值定理：∃(ξ, η) ∈ D，使得

ˆ
D
f dσ = f(ξ, η)A(σ).

2. 积分的对称性（重要）

研究积分得对称性首先要求积分区域具有某种对称，其次才考虑被积函数相应的对称性. 除
去常见的奇偶性，函数还可能具有交换（反）对称性和轮换对称性（常见于三元函数）.

1. 交换（反）对称性：f(x, y, z) = (−)f(y, x, z).
2. 轮换对称性：f(x, y, z) = f(y, z, x) = f(z, x, y).

值得注意的是，球坐标换元具体到变量时也会考虑轮换对称性. 除去形式为 (x2 + y2 + z2)的项，

若剩余单变量可考虑作换元 r cos θ（无论其是否为 z）以减少换元时引入变量的个数.

例 1.5 (10.3.3(8))计算
˚

V
(|x|+ z)e−(x2+y2+z2) dx dy dz，其中 V : 1 ⩽ x2 + y2 + z2 ⩽ 4.

解 注意到 V 关于 x, y, z 均为偶函数，因此 ze−(x2+y2+z2) 对积分的贡献为零. 对于前一项，可
将 x换元为 r cos θ，则

原式 = 2π

ˆ 2

1
r3e−r2 dr

ˆ π

0
sin θ|cos θ| dθ = π(2e−1 − 5e−4). (1.36)

例 1.6 (10.2.4(4))计算
˚

V
(x2 + y2) dx dy dz，其中 V : r2 ⩽ x2 + y2 + z2 ⩽ R2, z ⩾ 0.

解 记 Ω = {(x, y, z)|r2 ⩽ x2 + y2 + z2 ⩽ R2}，由于被积函数与 z无关，因此
˚

V
(x2 + y2) dx dy dz =

1

2

˚
Ω
(x2 + y2) dx dy dz

=
1

2

˚
Ω

(x2 + y2) + (y2 + z2) + (z2 + x2)

3
dx dy dz

=
1

3
· 4π
ˆ R

r
(r′)4 dr′ =

4π

15
(R5 − r5). (1.37)
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3. 常用重积分换元

1. 广义极坐标换元：

x = aρ cosφ,

y = bρ sinφ,
面元变换为 dx dy = abρ2 dρ dφ. 广义柱坐标换元类似.

2. 广义球坐标换元：


x = ar sin θ cosφ,

y = br sin θ sinφ,

z = cr cos θ,

体积元变换为 dx dy dz = abcr2 sin θ dr dθ dφ.
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2 应考技巧

2.1 定点偏导数的计算

对于显式函数，容易想到先代入其他变量值化为单变量函数再求导. 但对于隐式函数，这一
方法也是适用的.

例 2.1 (9.5.5) 设 z = z(x, y) 是由方程 z3 − 2xz + y = 0 所确定的隐函数，当 x = 1, y = 1 时

z = 1，试按 (x− 1)和 (y − 1)的乘幂展开函数 z至二次项为止.

解 由题意，

zx(1, 1) =
2z

3z2 − 2x

∣∣∣∣
x=y=z=1

= 2, zy(1, 1) =
−1

3z2 − 2x

∣∣∣∣
x=y=z=1

= −1, (2.1)

进而

zxx(1, 1) = 2
2z − (3z2 + 2x)zx

(3z2 − 2x)2

∣∣∣∣
x=y=z=1

= −16, (2.2)

zyx(1, 1) =
6zzx − 2

(3z2 − 2x)2

∣∣∣∣
x=y=z=1

= 10, (2.3)

zyy(1, 1) =
6zzy

(3z2 − 2x)2

∣∣∣∣
x=y=z=1

= −6, (2.4)

因此二阶展开式为

z(x, y) = 1 + 2(x− 1)− (y − 1)− 8(x− 1)2 + 10(x− 1)(y − 1)− 3(y − 1)2 +R2. (2.5)

2.2 利用等值面积分（重要）

有时被积函数 f 与积分区域含有同一关于积分变量的整体形式 g. 此时可按 g = const的等

值面划分积分区域，计算出元体积后积分即可.

例 2.2 计算
¨

D

(√
x+

√
y
)
dx dy，其中 D = {(x, y)|

√
x+

√
y ⩽ 1, x ⩾ 0, y ⩾ 0}.

解 考虑
√
x+

√
y = t (0 ⩽ t ⩽ 1)与 x = 0, y = 0围成的区域面积：

A(t) =

ˆ t2

0

(
t−

√
x
)2

dx =

Å
1

2
− 4

3
+ 1

ã
t4 =

t4

6
, (2.6)

因此

¨
D

(√
x+

√
y
)
dx dy =

ˆ 1

0
t dA(t) =

2

3

ˆ 1

0
t4 dt =

2

15
. (2.7)

例 2.3 计算
˚

Ω

dx dy dz

(1 + x+ y + z)3
，其中 Ω = {(x, y, z)|x+ y + z ⩽ 1, x, y, z ⩾ 0}.
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解 考虑 x+ y + z = t (0 ⩽ t ⩽ 1)，其与坐标平面围成的体积为 V (t) = t3/6，因此

˚
Ω

dx dy dz

(1 + x+ y + z)3
=

ˆ 1

0

dV (t)

(1 + t)3
=

1

2

ˆ 1

0

t2 dt

(1 + t)3

=
1

2

ˆ 1

0

ï
1

1 + t
− 2

(1 + t)2
+

1

(1 + t)3

ò
dt =

1

2

Å
ln 2− 5

8

ã
. (2.8)

例 2.4 (10.2.8)证明：
˚

x2+y2+z2⩽1
f(z) dV = π

ˆ 1

−1
f(z)(1− z2) dz.

证明. 原式 =

ˆ 1

−1
f(z) dz

¨
x2+y2⩽1−z2

dx dy =

ˆ 1

−1
f(z) · π(1− z2) dz.

2.3 柱坐标与球坐标换元的选择（重要）

基本上出现因子 (x2 + y2 ± z2)或曲面 z =
√
R2 − x2 − y2时，不用怀疑，先采用球坐标变

换，比较典型的是配合圆锥面出现. 不过对于出现抛物面的情形，由于系统的旋转对称性更高，
采用柱坐标可能会使计算更简便.

例 2.5 (10.3.3(3))计算
˚

V
z dx dy dz，其中 V 由

√
4− x2 − y2 = z, x2 + y2 = 3z围成.

解 作柱坐标变换，结合球面与抛物面的几何图像，积分区域化为 z ⩽
√
4− ρ2和 z ⩾ ρ2/3. 边

界相交可解得 ρ0 =
√
3，因此

˚
V
z dx dy dz = 2π

ˆ √
3

0
ρ dρ

ˆ √
4−ρ2

ρ2/3
z dz

= π

ˆ √
3

0

Å
4ρ− ρ3 − ρ5

9

ã
dρ =

13π

4
. (2.9)

例 2.6 (10.3.4(3))计算
˚

V

√
x2 + y2 + z2 dx dy dz，其中 V : x2 + y2 + z2 ⩽ x.

解 作球坐标变换. 由于 x, y, z具有轮换对称性，可取 x = r cos θ，则 V : r ⩽ cos θ (0 ⩽ θ ⩽ π/2)，

因此

˚
V

√
x2 + y2 + z2 dx dy dz = 2π

ˆ π/2

0
sin θ dθ

ˆ cos θ

0
r3 dr =

π

2

ˆ π/2

0
sin θ cos4 θ dθ =

π

10
.

(2.10)

例 2.7 (10.2.5(8))计算由曲面 (x2 + y2 + z2)2 = a3x围成的区域的体积.

解 作球坐标变换. 由于 x, y, z具有轮换对称性，可取 x = r cos θ，则曲面方程化为 r = a(cos θ)1/3

(0 ⩽ θ ⩽ π/2)，因此

V (Ω) = 2π

ˆ π/2

0
sin θ dθ

ˆ a(cos θ)1/3

0
r2 dr =

2πa3

3

ˆ π/2

0
sin θ cos θ dθ =

π

3
a3. (2.11)

例 2.8 (Ch10-6)计算曲面 (x2 + y2)2 + z4 = y所围的体积 V .
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解 作球坐标变换，则曲面方程化为 r = [sin θ sinφ/(sin4 θ + cos4 θ)]1/3 (0 ⩽ φ ⩽ π)，因此

V (Ω) =

ˆ π

0
dφ

ˆ π

0
sin θ dθ

ˆ [sin θ sinφ/(sin4 θ+cos4 θ)]1/3

0
r2 dr

=
1

3

ˆ π

0
sinφ dφ

ˆ π

0

sin2 θ

sin4 θ + cos4 θ
dθ

θ→π/2+θ
========

2

3

ˆ π/2

0

dθ

sin4 θ + cos4 θ

x=tan θ
======

2

3

ˆ +∞

0

1 + x2

1 + x4
dx =

1

3

ˆ +∞

0

Å
1

1−
√
2x+ x2

+
1

1 +
√
2x+ x2

ã
dx

=

√
2

3

î
arctan

Ä√
2x− 1

ä
+ arctan

Ä√
2x+ 1

äó∣∣∣∣+∞

0

=

√
2π

3
. (2.12)

2.4 典型换元

除去常见的柱坐标和球坐标换元，还有两类典型背景的换元.

1. 出现形如 ym = k1,2x
n (m,n ⩽ 2且不同时取2)、x+ y = c1,2、xy = t1,2 的表达式时，通常

将其整体换元.

2. 区域 a|x|+ b|y| ⩽ 1 (a, b > 0). 取

u = ax+ by,

v = ax− by,
可将积分区域简化为 |u|, |v| ⩽ 1，Jacobi

行列式为 1/2ab.

例 2.9 (10.2.2(4))计算
¨

D
dx dy，其中 D为由 y2 = ax, y2 = bx, x2 = my, x2 = ny 围成的区

域 (a > b > 0, m > n > 0).

解 记 u = y2/x, v = x2/y，则∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ =
∥∥∥∥∥−y2/x2 2x/y

2y/x −x2/y2

∥∥∥∥∥
−1

=
1

3
, (2.13)

此时积分区域为 [b, a]× [n,m]，因此
¨

D
dx dy =

1

3
(a− b)(m− n). (2.14)

例 2.10 (10.2.3(2))计算由直线 x + y = a, x + y = b, y = kx, y = mx (0 < a < b, 0 < k < m)

围成的平面区域的面积.

解 记 u = x+ y, v = y/x，则∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ =
∥∥∥∥∥1 −y/x2

1 1/x

∥∥∥∥∥
−1

=
x2

x+ y
=

[u/(1 + v)]2

u
=

u

(1 + v)2
, (2.15)

此时积分区域为 [a, b]× [k,m]，因此

A(D) =

ˆ b

a
u du

ˆ m

k

dv

(1 + v)2
=

b2 − a2

2

Å
1

1 + k
− 1

1 +m

ã
. (2.16)

例 2.11 (10.2.2(7))计算
¨

D

x2 − y2√
x+ y + 3

dx dy，其中 D : |x|+ |y| ⩽ 1.
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解 记 u = x+ y, v = x− y，则

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ =
∥∥∥∥∥1 1

1 −1

∥∥∥∥∥
−1

=
1

2
, (2.17)

此时积分区域为 [−1, 1]× [−1, 1]，因此

¨
D

x2 − y2√
x+ y + 3

dx dy =
1

2

ˆ 1

−1

u du√
u+ 3

ˆ 1

−1
v dv = 0. (2.18)

例 2.12 (18-19期中 T7)设m是自然数，求积分
¨

|x|+|y|⩽1
(x2 − y2)m dx dy . (2.19)

解 记 u = x+ y, v = x− y，则

原式 =
1

2

ˆ 1

−1
um du

ˆ 1

−1
vm dv =

1

2

ï
1− (−1)m

m+ 1

ò2
=

2|sin(mπ/2)|
(m+ 1)2

. (2.20)

2.5 其他换元依据的表达式

其他常见需要换元的表达式形如4xm ± yn = C，其中m,n非偶数，C 为常数. 其换元依据
的公式为

cos2 θ + sin2 θ = 1,
1

cos2 θ
− tan2 θ = 1. (2.21)

当然对于后者还有双曲三角换元. 因此对于正号，可取 xm = C cos2 θ, yn = C sin2 θ，然后计算

Jacobi行列式再积分即可. 典型例子如星形线的面积计算.

4也就是说当这一形式都不含有时，基本可以放弃挣扎、在直角系里老老实实积分了
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3 真题集萃

1. (18-19期中 T6)求椭球

x2

2
+

y2

3
+

z2

4
= 1 (3.1)

被平面 x+ y + z = 1分割得到的两块中，体积较小的那一块的体积.

解 联想到球的轮换对称性，作线性变换 x =
√
2u, y =

√
3v, z = 2w，因此问题转化为单

位球被平面
√
2u+

√
3v + 2w = 1分割的较小一块的体积的 2

√
6倍. 该几何体恰好为球缺，

可证明高 (R− d)、球半径为 R的球缺体积为

V (Ω′) = 2π

ˆ √
R2−d2

0
ρ dρ

ˆ √
R2−ρ2

d
dz

= π

ˆ √
R2−d2

0

Ä√
R2 − ρ2 − d

ä
dρ2

=
π

3
(2R3 − 3R2d+ d3). (3.2)

代入球心到平面的距离 d = 1/3与球半径 R = 1，可得

V (Ω) = 2
√
6 · π

3

Å
2− 3 · 1

3
+

1

27

ã
=

56
√
6

81
π. (3.3)

2. (20-21期中 T1(4))求 f(x, y) = ex+y 在原点的 4阶 Taylor展开式.

解 整体代换 u = x+ y，因此将单变量函数 eu展开至 4阶即可：

f(x, y) =
4∑

n=0

(x+ y)n

n!
+R4, (3.4)

其中 R4为高阶余项.

3. (20-21期中 T3)计算积分

I =

˚
V
(x2 + y2 + z2) dx dy dz , (3.5)

其中 V = {(x, y, z)|x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 ⩽ 1}.

解 联想到球的轮换对称性，作线性变换 x = au, y = bv, z = cw，因此

I =

˚
u2+v2+w2⩽1

(a2u2 + b2v2 + c2w2)abc du dv dw

= abc(a2 + b2 + c2)

˚
u2+v2+w2⩽1

u2 du dv dw

=
abc(a2 + b2 + c2)

3

˚
u2+v2+w2⩽1

(u2 + v2 + w2) du dv dw

=
4π

3
abc(a2 + b2 + c2)

ˆ 1

0
r4 dr =

4π

15
abc(a2 + b2 + c2). (3.6)

4. (20-21期中 T6)
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(a). 求椭球 x2/9 + y2/16 + z2/25 = 1在点M0(
√
3, 4/

√
3, 5/

√
3)的切平面 Π.

(b). 设 V 是切平面 Π与三个坐标平面围成的区域，求积分

I =

˚
V
x
(√

3− y

4
− z

5

)
dx dy dz . (3.7)

解 (a). Π : x/3 + y/4 + z/5 =
√
3.

(b). 可考虑局域等值面 y/4 + z/5 = t (0 ⩽ t ⩽
√
3− x/3)，其在 yOz平面内与坐标轴围成

的面积为

A(t) =
1

2
· 4t · 5t = 10t2 =⇒ dA(t) = 20t dt , (3.8)

因此

I =

ˆ 3
√
3

0
x dx

¨
y/4+z/5⩽

√
3−x/3

y,z⩾0

(√
3− y

4
− z

5

)
dy dz

=

ˆ 3
√
3

0
x dx

ˆ √
3−x/3

0

Ä√
3− t

ä
· 20t dt

u=
√
3−x/3

========= 180

ˆ √
3

0

Ä√
3− u

äÇ√
3

2
u2 − u3

3

å
du

= 180

ˆ √
3

0

Ç
3

2
u2 − 5

√
3

6
u3 +

u4

3

å
du =

81
√
3

2
. (3.9)

5. (21-22期中 T1(1))求函数 f(x, y) =
√
1− x2 − y2在点 (0, 0)的 4阶 Taylor展开式.

解 教材题 9.5.4(2).

6. (21-22期中 T3)求函数 f(x, y) = x2y(4−x−y)在闭区域D = {(x, y)|x ⩾ 0, y ⩾ 0, x+y ⩽ 6}
上的最大值与最小值.

解 教材题 9.5.11(4).

7. (21-22期中 T5)

(a). 计算
¨

D
y2 dx dy，其中D是由摆线

x = a(t− sin t),

y = a(1− cos t)
(0 ⩽ t ⩽ 2π, a > 0)及 y > 0

围成的闭区域.
(b). 计算

˚
V
|z| dx dy dz，其中 V 是曲面 (x2 + y2 + z2)2 = a2(x2 + y2 − z2)所围成的闭

区域 a > 0.

解 (a). 注意到 x随 t单调增且 y 为 t的函数，因此实际上可用 x作为曲线 y = y(t)的变

量，即写成 y = y(x).
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1 2 3 4 5 6

0.5

1.0

1.5

2.0

图 1: a = 1时的平摆线图像

因此积分可写成

原式 =

ˆ 2πa

0
dx

ˆ y(x)

0
v2 dv =

1

3

ˆ 2πa

0
y3(x) dx =

1

3

ˆ 2π

0
y3(x(t)) · x′(t) dt

=
a4

3

ˆ 2π

0
(1− cos t)4 dt =

a4

3

ˆ 2π

0
(1− 2 cos t+

1 + cos 2t

2
)2 dt

=
a4

12

ˆ 2π

0

Å
9 + 16 · 1 + cos 2t

2
+

1 + cos 4t

2
− 24 cos t+ 6 cos 2t

−8 · cos t+ cos 3t

2

ã
dt

=
a4

24

ˆ 2π

0
(35− 64 cos t+ 24 cos 2t− 8 cos 3t+ cos 4t) dt =

35π

12
a4. (3.10)

注 如果学了 Γ函数和 B函数，这个积分是非常 trivial的，将其改写成 (sinu)8 的积

分，得到结果为 B(1/2, 9/2)/2 = 105π/768.

(b). 注意到出现了 x2 + y2 ± z2 的因子，直接考虑球坐标换元，可得曲面方程 Σ : r2 =

−a2 cos 2θ > 0，这要求 π ⩽ θ ⩽ 3π/4. 积分的旋转对称性给出

原式 = 2π

ˆ 3π/4

π/4
sin θ|cos θ| dθ

ˆ a
√
− cos 2θ

0
r2 dr

=
4π

3
a3
ˆ π/2

π/4
(− cos 2θ)3/2 ·

Å
−1

2
d cos 2θ

ã
=

4π

15
a3. (3.11)

8. (21-22期中 T7)证明：积分方程

f(x, y) = 1 +

ˆ x

0
du

ˆ y

0
f(u, v) dv (3.12)

在 D : 0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 1上至多有一个连续解.

解 由于题干不要求证明解的存在性，这里仅需要证明其唯一性. 将研究区域扩展至 D′ :

|x| ⩽ 1, |y| ⩽ 1. 对于在 D′内满足此积分方程的解 f，其在 D的边界两侧满足

lim
(x,y)→(x0,0+)

f(x, y) = lim
(x,y)→(x0,0−)

f(x, y) = 1,

lim
(x,y)→(0+,y0)

f(x, y) = lim
(x,y)→(0−,y0)

f(x, y) = 1, (3.13)
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其中 x0, y0 ⩾ 0，因此 f 在 D′ 内也是连续解. 假定方程有两个连续解 f1(x, y)和 f2(x, y)，

首先有 fi(0, 0) = fi(0, 0) = 1 (i = 1, 2). 记 f(x, y) = f1(x, y)− f2(x, y)，则 f(0, 0) = 0，且

f 至少一阶可微：

fx =

ˆ y

0
[f1(x, v)− f2(x, v)] dv , fy =

ˆ x

0
[f1(u, y)− f2(u, y)] du , (3.14)

并且 fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0，进而高阶偏导 ∂nf/∂xn , ∂nf/∂yn 的存在性均可由其低一阶

偏导的存在性导出，即

∂nf(x, y)

∂xn
=

ˆ y

0

∂n−1f(x, v)

∂xn−1
dv ,

∂nf(x, y)

∂yn
=

ˆ x

0

∂n−1f(u, y)

∂yn−1
du , (3.15)

并且 ∂nf(0, 0)/∂xn = ∂nf(0, 0)/∂yn = 0. 对于混合偏导，由于 fxy = f 存在，结合 f 在

原点高阶偏导为零的性质，可得

∂m+nf(0, 0)

∂m
x ∂n

y

= f(0, 0)δmn = 0. (3.16)

这也就是说，f(x, y)在D′内原点附近的任意 2n (n ⩾ 1)阶 Taylor展开式 fn(x, y) = 0，因

此 f(x, y) = lim
n→∞

fn(x, y) = 0，即 f1(x, y) = f2(x, y)，两个连续解完全相同.

注 实际上这一解是存在的. 证明所有高阶偏导存在性后，可证明仅有同阶混合偏导
∂2f(0, 0)

/
∂x∂y = f(0, 0) = 1非零，其级数表示为

f(x, y) =
∞∑
n=0

(xy)n

(n!)2
= I0(2

√
xy), (3.17)

其中 I0(x)为第一类修正 Bessel函数.

9. (22-23期中 T3)

(a). 计算二重积分
¨

D

1− x2 − y2

1 + x2 + y2
dx dy，其中 D = {(x, y)|x2 + y2 ⩽ 1, y ⩾ 0}.

(b). 计算三重积分
˚

V
(x + y + z) dx dy dz，其中积分区域 V 由 z =

√
x2 + y2 与 z =√

1− x2 − y2所围成.

解 (a). 考虑等值面 D(r) : x2 + y2 ⩽ r2, y ⩾ 0，其面积为 πr2/2，因此

原式 =

ˆ 1

0

1− r2

1 + r2
· πr dr = π

Å
ln 2− 1

2

ã
. (3.18)

(b). 注意到积分区域关于 x, y对称，但积分函数前两项分别关于 x, y为奇函数，因此前两

项积分值为 0. 由于积分区域出现了 x2 + y2 ± z2的系数，考虑球坐标变换，此时积分

区域化为 Ω : 0 ⩽ θ ⩽ π/4, r ⩽ 1那么

原式 = 2π

ˆ π/4

0
sin θ cos θ dθ

ˆ 1

0
r3 dr =

π

8
. (3.19)

10. (23-24期中 T1(6))计算
¨

D

1 + xy

1 + x2 + y2
dx dy，其中区域 D = {(x, y)|x2 + y2 ⩽ 1, x ⩾ 0}.
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解 注意到D关于 y对称，而 xy/(1 + x2 + y2)关于 y为奇函数，故该项积分值为零. 剩余
积分仍考虑半球面的等值面，因此

原式 =

ˆ 1

0

1

1 + r2
· d
Å
πr2

2

ã
=

π

2
ln 2. (3.20)

11. (23-24 期中 T7) 设 f(x, y) 在 D = {(x, y)|x2 + y2 ⩽ 1} 上有连续的二阶偏导数，并满足
f(0, 0) = f ′

x(0, 0) = f ′
y(0, 0) = 0以及 (f ′′

xx)
2 + 2(f ′′

xy)
2 + (f ′′

yy)
2 ⩽ 1，求证：∣∣∣∣¨

D
f(x, y) dx dy

∣∣∣∣ ⩽ π

4
. (3.21)

解 由题意，f(x, y)的二阶 Taylor展开式为

f(x, y) =
1

2
[x2fxx(θx, θy) + 2xyfxy(θx, θy) + y2fyy(θx, θy)]

=
1

2
(x2,

√
2xy, y2) · (fxx,

√
2fxy, fyy)

∣∣∣∣
(θx,θy)

, (3.22)

其中 0 < θ(x, y) < 1，最后一行将其视为向量点乘，或者直接采用 Cauchy-Schwarz不等式，
可得

|f(x, y)| ⩽ 1

2

√
x4 + 2x2y2 + y4 ·

»
f2
xx + 2f2

xy + f2
yy ⩽ x2 + y2

2
, (3.23)

因此 ∣∣∣∣¨
D
f(x, y) dx dy

∣∣∣∣ ⩽ ¨
D
|f(x, y)| dx dy ⩽ 1

2

¨
D
(x2 + y2) dx dy

=
1

2
· 2π ·

ˆ 1

0
r2 · r dr =

π

4
. (3.24)
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