
数学分析 B2历年真题解

邓嘉驹

更新：June 25, 2025

目录

1 期中考试 2

1.1 2023-2024年期中 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2 期末考试 3

2.1 2023-2024期末 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.2 2022-2023期末 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.3 2021-2022期末 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.4 2020-2021期末 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.5 2019-2020期末 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.6 2018-2019期末 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.7 2017-2018期末 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.8 2016-2017期末 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.9 2015-2016期末 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.10 2013-2014期末 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.11 2012-2013期末 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46



1 期中考试

1.1 2023-2024年期中

1. (1) 求函数 u = xyz在点 (1, 2, 1)沿方向 e = (2,−1, 1)的方向导数.

(2) 求过直线 l =

2x+ y − z − 2 = 0,

3x− 2y − 2z + 1 = 0
且与平面 π : 3x+2y+3z − 9 = 0垂直的平面

方程.

解 对于此交面式直线方程，可设绕该定直线的平面系方程为

π′ : (2 + 3λ)x+ (1− 2λ)− (1 + 2λ)z + (λ− 2) = 0, (1.1.1)

因此 π′与 π垂直给出

0 = (2 + 3λ, 1− 2λ,−1− 2λ) · (3, 2, 3) = 5− λ =⇒ λ = 5, (1.1.2)

因此该平面方程为

π′ : 17x− 9y − 11z + 3 = 0. (1.1.3)

(3) 设函数 f(x, y)具有连续的一阶偏导数，f(1, 1) = 1, f ′x(1, 1) = a且 f ′y(1, 1) = b，求函

数 u(x) = f(x, f(x, x))在 x = 1处的微分.

(4) 求 I =

ˆ 1

0
dy

ˆ π

0
x cosxy dx.

(5) 已知 z = z(x, y)是由方程 f(yz, y − x) = 0所确定的隐函数，其中 f 具有连续的一阶

偏导数，且 f ′1(yz, y − x) ̸= 0，求 ∂z/∂x 和 ∂z/∂y .

(6) 计算
¨

D

1 + xy

1 + x2 + y2
dx dy，其中区域 D = {(x, y)|x2 + y2 ⩽ 1, x ⩾ 0}.

解 注意到D关于 y对称，而 xy/(1 + x2 + y2)关于 y为奇函数，故该项积分值为零.
剩余积分仍考虑半球面的等值面，因此

原式 =

ˆ 1

0

1

1 + r2
· d
Å
πr2

2

ã
=
π

2
ln 2. (1.1.4)

(7) I = [1, 2]× [3, 4]上有连续二阶偏导数，求积分 I =

¨
I

∂2f

∂x∂y
dx dy.
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2 期末考试

2.1 2023-2024期末

1. (1) 设 f(x) = 1− x/π (0 ⩽ x ⩽ π)的余弦级数的和函数为 S(x)，求 S(−3), S(12).

解 可将 f(x)在 [−π, 0)上作偶延拓，再将 [−π, π]上的结果在 R上作周期延拓. 由于
f(x)在 [0, π]上分段可微，从而延拓后同样分段可微，那么

S(−3) = S(3) = 1− 3

π
, S(12) = S(12− 4π) = S(4π − 12) =

12

π
− 3. (2.1.1)

(2) 计算曲线积分 I =

ˆ
L

√
y ds，其中 L : x = t− sin t, y = 1− cos t, 0 ⩽ t ⩽ π.

解 由题意，

I =

ˆ π

0

√
1− cos t ·

»
(1− cos t)2 + sin2 t dt =

√
2

ˆ π

0
(1− cos t) dt =

√
2π. (2.1.2)

(3) 计算曲面积分 I =

¨
S
z dS，这里 S 是螺旋面 r = (u cos v, u sin v, v)，其中 0 ⩽ u ⩽

1, 0 ⩽ v ⩽ 2π.

解 计算面元：

dS = ru × rv du dv = (sin v,− cos v, u) du dv =⇒ dS =
√
1 + u2 du dv , (2.1.3)

因此

原式 =

ˆ 2π

0
v dv

ˆ 1

0

√
1 + u2 du = π2

î
ln
Ä
1 +

√
2
ä
+
√
2
ó
. (2.1.4)

(4) 计算 ¨
Ω
(x+ 1) dy dz + (y + 2) dz dx+ (z + 3) dx dy , (2.1.5)

其中 Ω为上半球面 z =
√
R2 − x2 − y2，方向取上侧.

解 考虑正向曲面 D = {(x, y, z)|x2 + y2 ⩽ R2, z = 0}，其方向沿 z 轴正方向，那么

Ω+D−构成方向向外的闭曲面，由 Gauss定理，¨
Ω+D−

(x+ 1) dy dz + (y + 2) dz dx+ (z + 3) dx dy

=3

˚
0⩽z⩽

√
R2−x2−y2

dx dy dz = 2πR3. (2.1.6)

另一方面，¨
D
(x+ 1) dy dz + (y + 2) dz dx+ (z + 3) dx dy = 3

¨
x2+y2⩽R2

dx dy = 3πR2,

(2.1.7)

因此

原式 =

¨
Ω+D+D−

(x+ 1) dy dz + (y + 2) dz dx+ (z + 3) dx dy = 2πR3 + 3πR2.

(2.1.8)
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(5) 计算
˛
L
y dx+ z dy + x dz，其中 L是 x2 + y2 + z2 = 9与 x+ z = 0的交线，从 z 轴

往负向看 L为逆时针方向.

解 取曲面 S 为球面 x2 + y2 + z2 = 9上被曲线 L所包围的部分，则由 Stoke定理，

原式 =

¨
S
(−1,−1,−1) · dS =

¨
S
(−1,−1,−1) · (x, y, z)

3
dS = −1

3

¨
S
(x+ z) dS ,

(2.1.9)

其中最后一个等式用到了曲面 S关于 y的对称性. 考虑正交变换


u = (x+ z)/

√
2,

v = (x− z)/
√
2,

w = y,

则 u2 + v2 + w2 = x2 + y2 + z2 = 9，面元 dS 变为 S 上的面元，此时

原式 = −
√
2

3

¨
u2+v2+w2=9, u⩾0

u dS

= −
√
2

3
· 33
ˆ 2π

0
dφ

ˆ π/2

0
cos θ · sin θ dθ = −9

√
2π. (2.1.10)

(6) 设 f(x)可微且具有连续的导数，F (x) =

ˆ x

0

ïˆ t

0
uf(u2 + t2) du

ò
dt，求 F ′′(x).

解 由题意，

F ′(x) =

ˆ x

0
uf(u2 + x2) du , (2.1.11)

F ′′(x) = xf(2x2) +

ˆ x

0
2xuf ′(u2 + x2) du

= xf(2x2) + x · f(u2 + x2)

∣∣∣∣u=x

u=0

= x[2f(2x2)− f(x2)]. (2.1.12)

(7) 计算积分 I =

ˆ +∞

0

dx

1 + x4
.

解 由题意，

I
u=x4

=====
(x⩾0)

1

4

ˆ ∞

0

u−3/4

1 + u
=

1

4
B
Å
3

4
,
1

4

ã
=

1

4

Γ(3/4)Γ(1/4)

Γ(1)
=

1

4

π

sin(π/4)
=

π

2
√
2
, (2.1.13)

其中最后一行已用到余元公式.

2. 设 f(x) =

(π − 1)x/2, 0 ⩽ x ⩽ 1,

(π − x)/2, 1 ⩽ x ⩽ π,
试将函数 f(x)在区间 [−π, π]上展开成正弦级数并指

出其收敛性，并由此证明

∞∑
n=1

sin2 n

n4
=

(π − 1)2

6
.

解 先将 f(x)在 [−π, 0)上作奇延拓，由于 f(x)在 [−π, π]上分段可微，由 Dirichlet定理，
其 Fourier系数为 an = 0 (∀n ∈ N)且

bn =
2

π

ˆ π

0
f(x) sinnx dx =

Å
1− 1

π

ãˆ 1

0
x sinnx dx+

ˆ π

1

(
1− x

π

)
sinnx dx

=

Å
1− 1

π

ãÅ
−cosn

n
+

sinn

n2

ã
+

ïÅ
1− 1

π

ã
cosn

n
+

sinn

n2π

ò
=

sinn

n2
, (2.1.14)
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注意到 f(π−) = f(−π+) = 0，因此在 [−π, π]上，奇延拓后的 f(x)满足

f(x) =

∞∑
n=1

sinn

n2
sinnx, x ∈ [−π, π]. (2.1.15)

由 Parseval等式，
∞∑
n=1

sin2 n

n4
=

2

π

ˆ π

0
f2(x) dx =

2

π

ˆ 1

0

(π − 1)2

4
x2 dx+

2

π

ˆ π

1

(π − x)2

4
dx

=
(π − 1)2

6π
[1 + (π − 1)] =

(π − 1)2

6
. (2.1.16)

3. 证明向量场 v(x2, yz, y2/2)是全空间的有势场，并求其势函数.

解 由题意，

∇× v = (y − y, 0− 0, 0− 0) = 0, (2.1.17)

因此 v为有势场，其势函数为

φ(x, y, z) = φ(0, 0, 0) +

ˆ (x,y,z)

(0,0,0)
v · dr

= φ(0, 0, 0) +

ˆ x

0
u2 du+

ˆ y

0
0 dv +

ˆ z

0

y2

2
dw

= φ(0, 0, 0) +
x3

3
+
y2z

2
. (2.1.18)

4. 设广义积分为
ˆ +∞

1

esinx cosx

xp

Å
1 +

1

x

ãx
dx (p > 0), (2.1.19)

请分别指出并证明该广义积分绝对收敛和条件收敛时参数 p的取值范围.

解 记 f(x) = esinx cosx, g(x, p) = (1 + 1/x)x/xp. 首先注意到当 p > 0时，对 ∀M > 1，∣∣∣∣ˆ M

1
f(x) dx

∣∣∣∣ = ∣∣esinM − esin 1
∣∣ ⩽ e−1 − esin 1, (2.1.20)

即该积分对 ∀p > 0一致有界，并且对于任一固定的 p > 0，

gx =
(1 + 1/x)x

xp+1

ï
ln

Å
1 +

1

x

ãx
+

1

x+ 1
− (1 + p)

ò
. (2.1.21)

当 x ∈ [1,+∞)时，(1+1/x)x ∈ [2, e)且关于 x单调增，因此 lim
x→+∞

g(x, p) = lim
x→+∞

e/xp = 0，

并且当 x ⩾ max{1, 1/p− 1}时，ï
ln

Å
1 +

1

x

ãx
− 1

ò
+

Å
1

x+ 1
− p

ã
< 0 =⇒ gx < 0, (2.1.22)

即 g(x, p)关于 x单调且一致趋于 0，由 Dirichlet判别法，该广义积分收敛.
(1) 当 p > 1时，

|f(x)g(x, p)| < e

xp
· e and

ˆ +∞

1

e2

xp
=

1

p− 1
收敛 (2.1.23)

由Weierstrass判别法，该广义积分绝对收敛.
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(2) 当 p = 1时，|f(x)g(x, 1)| > 2e−1|cosx|/x，并且
ˆ ∞

1

|cosx|
x

dx >
∞∑
n=1

ˆ (n+1)π

nπ

|cosx|
x

dx
积分第一
=======
中值定理

∞∑
n=1

1

ξn

ˆ (n+1)π

nπ
|cosx| dx

= 2

∞∑
n=1

1

ξn
>

2

π

∞∑
n=1

1

n+ 1
=

2

π

∞∑
n=2

1

n
, (2.1.24)

而
∞∑
n=1

1

n
发散，故

ˆ +∞

1
|f(x)g(x, 1)| dx发散，该广义积分条件收敛.

(3) 当 0 < p < 1时，由于 |f(x)g(x, p)| < |f(x)g(x, 1)|在 x ∈ [1,+∞)上成立，而后者在

[1,+∞)上的积分发散，故

ˆ +∞

1
|f(x)g(x, p)| dx发散，该广义积分条件收敛.

综上，该广义积分在 p > 1时绝对收敛，在 0 < p ⩽ 1时条件收敛.

5. 计算

I =

˛
L

(x− y) dx+ (x+ 4y) dy

x2 + 4y2
, (2.1.25)

其中 L为单位圆 x2 + y2 = 1，取逆时针方向.

解 这类题相当套路化，特征是分母形式为 a2x2 + b2y2，L所包围的区域含该形式的奇点，

即原点 (0, 0). 这里取分母的正向等值线 C : x2 + 4y2 = r2 ⩽ 1，那么

˛
C

(x− y) dx+ (x+ 4y) dy

x2 + 4y2
=

1

r2

˛
C
(x− y) dx+ (x+ 4y) dy

Green公式
========

2

r2

¨
x2+4y2⩽r2

dx dy =
2

r2
· π · r · r

2
= π. (2.1.26)

在 L与 C 所包围的区域内使用 Green公式：
˛
L+C−

(x− y) dx+ (x+ 4y) dy

x2 + 4y2
=

¨
D

ï
4y2 − 8xy − x2

(x2 + 4y2)2
− 4y2 − 8xy − x2

(x2 + 4y2)2

ò
dx dy = 0.

(2.1.27)

因此

I =

˛
L+C−+C

(x− y) dx+ (x+ 4y)

x2 + 4y2
= 0 + π = π. (2.1.28)

6. 设 P (x, y, z)和 R(x, y, z)在三维空间上有连续偏导数，记上半球面

S : z = z0 +
»
r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2, (2.1.29)

其方向向上. 若对任意点 (x0, y0, z0)和 r > 0，第二型曲面积分为

¨
S
P dy dz+R dx dy = 0，

求证：∂P/∂x = 0.

解 考虑正向曲面D = {(x, y, z)|x2 + y2 ⩽ R2, z = 0}，其方向沿 z轴负方向，那么 Ω+D

构成方向向外的闭曲面，其包围的区域记为 Ω. 由 Gauss定理，
¨

S+D
P dy dz +R dx dy =

˚
Ω
(Px +Rz) dx dy dz . (2.1.30)
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另一方面，¨
D
P dy dz +R dx dy =

¨
(x−x0)2+(y−y0)2⩽r2

R(x, y, z0) dx dy . (2.1.31)

由题意，˚
Ω
(Px +Rz) dx dy dz = 0 +

¨
(x−x0)2+(y−y0)2⩽r2

R(x, y, z0) dx dy . (2.1.32)

由积分中值定理，∃(ξ1, η1, ζ) ∈ Ω且 ∃(ξ2, η2) ∈ D，使得

(Px +Rz)

∣∣∣∣
(ξ1,η1,ζ)

· 2πr
3

3
= R(ξ2, η2, z0) · πr2 (2.1.33)

=⇒ R(ξ2, η2, z0) =
2r

3
(Px +Rz)

∣∣∣∣
(ξ1,η1,ζ)

. (2.1.34)

由于 r的选择任意，令上式两端 r → 0+. 又因为 R具有连续偏导数，故 R(x0, y0, z0) = 0.
注意到 P0(x0, y0, z0)的选择也是任意的，从而对于 ∀(x, y, z) ∈ R3，R(x, y, z) ≡ 0. 将其代
回上式，可得

Px(ξ1, η1, ζ) = 0
r→0+−−−−→ Px(x0, y0, z0) = 0, (2.1.35)

其中已用到 P 具有连续偏导数的条件. 再结合 P0 的任意性，可知对于 ∀(x, y, z) ∈ R3，

Px(x, y, z) ≡ 0.

7. 设 φ(t) =

ˆ +∞

0

ln(1 + tx)

1 + x2
dx，其中 t > 0.

(1) 求证：对于任何的 T > 0，广义积分

ˆ +∞

0

ln(1 + tx)

1 + x2
dx在区间 (0, T ]上一致收敛.

(2) 求证：对任意的 t > 0，有

φ(t) = φ

Å
1

t

ã
+
π

2
ln t. (2.1.36)

解 在正式解题之前，先说明若要证明对于形如 ln pm(x)/pn(x)型函数的广义积分收敛，其

解法是十分套路化的，这里 pm(x), pn(x)分别为关于 x的m,n次多项式函数. 在 [0, x0]上，

若 pm(x) = 1 + xpm−1(x)，直接利用 x → 0+ 时的等价无穷小 ln pm(x) ∼ xpm−1(x)即可；

若 pm(x) = xpm−1(x)，利用

lim
x→0+

xα ln pm(x) = 0 (∀α > 0), (2.1.37)

取 α满足另一函数收敛即可. 在 [x0,+∞)上，利用

lim
x→+∞

ln pm(x)

xβ
= 0 (∀β > 0), (2.1.38)

取 β 满足另一函数收敛即可.
(1) 对于 ∀t ∈ (0, T ]，显然该广义积分在 x = 0 处无奇点. 记 f(x, t) = ln(1 + tx)/

√
x ⩽

f(x, T ), g(x) =
√
x/(1 + x2)，则

ˆ +∞

1
g(x) dx与

ˆ +∞

1

dx

x3/2
的敛散性相同，而后者

收敛. 并且

fx(x, T ) =
2x− (1 + Tx) ln(1 + Tx)

2(1 + Tx)x3/2
< 0 (2.1.39)
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在 x > (e2/T − 1)/T 时成立，即 f(x, T )关于 x单调递减，且

lim
x→0+

f(x, T ) = lim
x→0+

T
√
x = 0, lim

x→+∞
f(x, T ) = lim

x→+∞

2T
√
x

1 + Tx
= 0, (2.1.40)

因此 f(x, T )在 [0,+∞)上有界. 由 Abel判别法，广义积分
ˆ +∞

0
f(x, T )g(x) dx收敛.

由Weierstrass判别法，该广义积分在 t ∈ (0, T ]上一致收敛.
(2) 感谢王艺锟同学提供的简便解法！由上一问的结论，对 ∀t > 0，总 ∃T, T ′ > 0，使得

当 1/T ′ ⩽ t ⩽ T 时，φ(t), φ(1/t)均一致收敛，因此

φ

Å
1

t

ã
=

ˆ +∞

0

ln(1 + x/t)

1 + x2
dx

u=1/x
======

ˆ +∞

0

ln(1 + 1/tu)

1 + 1/u2
· du
u2

=

ˆ +∞

0

ln(1 + 1/tx)

1 + x2
dx , (2.1.41)

从而

φ(t)− φ

Å
1

t

ã
=

ˆ +∞

0

ln(1 + tx)− ln(1 + 1/tx)

1 + x2
dx =

ˆ +∞

0

ln(tx)

1 + x2
dx

=
π

2
+

ˆ +∞

0

lnx

1 + x2
dx

u=1/x
======

π

2
t−
ˆ +∞

0

lnu

1 + u2
du . (2.1.42)

将上式最后一行的两个等式相加，可得当 1/T ′ ⩽ t ⩽ T 时，

φ(t)− φ

Å
1

t

ã
=
π

2
t. (2.1.43)

由 t的任意性，上式对 ∀t > 0成立.
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2.2 2022-2023期末

1. (1) 计算 I =

ˆ
L

y2

2
dx+ xy dy，其中 L为 y =

√
2x− x2 (0 ⩽ x ⩽ 1)，方向为 x增加的方

向.

解 对于任意闭区域 D，由 Green公式，
˛
∂D

y2

2
dx+ xy dy =

¨
D
(y − y) dx dy = 0. (2.2.1)

注意到路径 L的初末态分别为 A(0, 0)和 B(1, 1)，记同初末态且沿线段 AB 的路径为

L0，L与 L0围成的区域记为 D0，则

I =

ˆ
L+L−

0 +L0

y2

2
dy + xy dy =

ˆ
L0

y2

2
dy + xy dy =

ˆ 1

0

Å
t2

2
+ t2
ã
dt =

1

2
. (2.2.2)

(2) 求曲面积分 I =

¨
Σ
4zx dy dz − 2yz dz dx + (1 − z2) dx dy，其中 Σ是曲面 z = x2 +

y2 (0 ⩽ z ⩽ 2)，方向取下侧.

解 记有向平面区域D = {(x, y, z)|x2+y2 ⩽ 2, z = 2}，其方向沿 z轴负向，则Σ+D−

围成一闭区域 Ω. 由 Gauss定理，

I =

¨
Σ+D−+D

4zx dy dz − 2yz dz dx+ (1− z2) dx dy

=

˚
Ω
0 dx dy dz +

¨
D
(1− 22)(− dx dy) = 3 · π · 2 = 6π. (2.2.3)

(3) 求极限： lim
n→∞

ˆ +∞

0
e−xn

dx.

解 利用 Euler积分和余元公式，

原式
u=xn

===== lim
n→∞

ˆ +∞

0
e−u · u

1/n−1

n
du = lim

n→∞

1

n
Γ

Å
1

n

ã
= lim

n→∞

1

n
· π

Γ(1− 1/n) sin(π/n)
= lim

n→∞

1

Γ(1− 1/n)
=

1

Γ(1)
= 1. (2.2.4)

2. 求幂级数
∞∑
n=1

(−1)n−122n

2n− 1
x2n的收敛于及和函数.

解 由题意，该幂级数收敛时满足

lim
n→∞

∣∣∣∣∣(−1)n+1(2x)2(n+1)/(2n+ 1)

(−1)n(2x)2n/(2n− 1)

∣∣∣∣∣ = (2x)2 < 1 =⇒ |x| < 1

2
. (2.2.5)

记其和函数为 S(x) = xf(x)，则当 |x| < 1/2时，

f ′(x) =

∞∑
n=1

(−1)n−122nx2n−2 = 4

∞∑
n=1

(−4x2)n−1 =
4

1 + 4x2
, (2.2.6)

利用 f(0) = 0可得

f(x) = 2 arctan 2x =⇒ S(x) = 2x arctan 2x, |x| < 1

2
. (2.2.7)
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3. 设 f(x)是以 2π为周期的函数，且 f(x) =

π − x, 0 ⩽ x ⩽ π,

π + x, −π ⩽ x < 0,
求 f(x)的 Fourier级数，

并计算

∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n− 1)3
和

∞∑
n=1

1

(2n− 1)4
的值.

解 由于 f(x)在 [−π, π]内连续且分段可微，结合其偶函数性质可得 Fourier系数：bn = 0

且

a0 =
2

π

ˆ π

0
(π − x) dx = π, (2.2.8)

an =
2

π

ˆ π

0
(π − x) cosnx dx

=
2

nπ

ï
(π − x) sinnx

∣∣∣∣π
0

+

ˆ π

0
sinnx dx

ò
=

2

n2π
[1− (−1)n], (2.2.9)

因此 f(x)收敛于其 Fourier级数：

f(x) =
π

2
+

4

π

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2
, |x| ⩽ π. (2.2.10)

由 Parseval等式，

π2

2
+

16

π2

∞∑
n=1

1

(2n− 1)4
=

2

π

ˆ π

0
(π − x)2 dx =

2π2

3
=⇒

∞∑
n=1

1

(2n− 1)4
=
π4

96
. (2.2.11)

另一方面，

g(x) =

ˆ x

0
f(u) du =

π

2
x+

4

π

∞∑
n=1

sin(2n− 1)x

(2n− 1)3
=
π2 − (π − x)2

2
, (2.2.12)

从而
∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n− 1)3
=
g(π/2)− π2/4

4/π
=
π3

32
. (2.2.13)

4. 利用 Dirichlet积分
ˆ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2
来计算

ˆ ∞

0

sin(ax) sin(bx)

x2
dx , (2.2.14)

其中 0 < a < b.

解 记 f(x, a) = sin(ax) sin(bx)/x2，由于 lim
x→0

f(x, a) = ab，故 x = 0并非 f(x, a)的奇点.

又因为 |f(x, a)| ⩽ 1/x2，而

ˆ ∞

1

dx

x2
收敛，由Weierstrass判别法，g(a) =

ˆ ∞

0
f(x, a) dx关

于 ∀a ∈ [0, b)一致收敛，并且ˆ ∞

0

∂f(x, a)

∂a
dx =

ˆ ∞

0

cos(ax) sin(bx)

x
dx

=
1

2

ˆ ∞

0

ï
sin(b+ a)x

x
+

sin(b− a)x

x

ò
dx

=
1

2

(π
2
+
π

2

)
=
π

2
(2.2.15)
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收敛，其中已利用 Dirichlet积分以及 0 < a < b，因此

g′(a) =
π

2
=⇒ g(a) = g(0+) +

π

2
a =

π

2
a. (2.2.16)

5. 已知函数项级数 f(x) =

∞∑
n=1

sin(nx)

nx
.

(1) 证明：f(x)在 (0,+∞)非一致收敛.
(2) 证明：f(x)在 (0,+∞)连续.

解 (1) 记级数每一项为 un(x) = sin(nx/nx)，则

sup
x∈(0,+∞)

|un(x)| ⩾
∣∣∣un( π

2n

)∣∣∣ = 1

(n1/n)2π
. (2.2.17)

注意到 n≫ lnn (n→ ∞)，因此

lim
n→∞

n1/n = lim
n→∞

elnn/n = 1 =⇒ lim
n→∞

sup
x∈(0,+∞)

|un(x)| ̸= 0, (2.2.18)

从而 f(x)在 (0,+∞)非一致收敛.
(2) 对 ∀x > 0，当 x ̸= kπ (k ∈ N∗)时，总 ∃0 < x0 < x，当 x ∈ [x0,+∞)时1，∣∣∣∣∣

N∑
n=1

sin(nx)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1

2 sin(x/2)

N∑
n=1

ï
cos

Å
n− 1

2

ã
x− cos

Å
n+

1

2

ã
x

ò∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣cos(x/2)− cos[(N + 1/2)x]

2 sin(x/2)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣sin(Nx) sin(N + 1)x

sin(x/2)

∣∣∣∣ ⩽ 1

|sinx0|
, (2.2.20)

即该部分和一致有界，并且 1/nx单调递减，由 Dirichlet判别法，f(x)在 [x0,+∞)内

一致收敛，从而 f(x)在点 x处连续. 由于 x ∈ (0,+∞)的任意性，f(x)在 (0,+∞)上

连续.

6. 设

φ(t) =

ˆ ∞

0

ln(1 + tx)

x(x+ 1)
dx (t ⩾ 0). (2.2.21)

(1) 证明：φ(t)在 (0,+∞)上有连续的导函数.
(2) 计算 φ(1)的值.

解 (1) 记 f(x, t) = ln(1 + tx)/x(x+1)，对 ∀t > 0，均 ∃T > t，使得 0 ⩽ f(x, t) ⩽ f(x, T )

在 x ∈ [0,+∞)上成立. 首先 x = 0并非 f(x, t)的奇点，那么考虑其在 [1,+∞)内的积

分. 易知
ˆ +∞

1

dx√
x(x+ 1)

收敛，并且当 x > x0 = (e2/T − 1)/T 时，

∂

∂x

ï
ln(1 + Tx)√

x

ò
=
x[2− T ln(1 + Tx)]− ln(1 + Tx)

2(1 + Tx)x3/2
< 0, (2.2.22)

1也可以利用 Euler公式转化为

Im

N∑
n=0

einx = Im
1− ei(N+1)x

1− eix = ImeiNx/2 sin(N + 1)x/2

sin(x/2)
= sin

Nx

2

sin(N + 1)x/2

sin(x/2)
(2.2.19)
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另一方面有

lim
x→0+

ln(1 + Tx)√
x

= lim
x→0+

T
√
x = 0, lim

x→+∞

ln(1 + Tx)√
x

= lim
x→+∞

2T
√
x

1 + Tx
= 0,

(2.2.23)

因此该函数在 [x0,+∞)内有界. 由 Abel判别法，广义积分
ˆ ∞

0
f(x, T ) dx一致收敛.

由Weierstrass判别法，广义积分
ˆ ∞

0
f(x, t) dx在 (0, T ]内收敛，同时

ˆ ∞

0

∂f(x, t)

∂t
dx =

ˆ ∞

0

dx

(1 + tx)(1 + x)
dx

=

ˆ ∞

0

Å
t

1 + tx
− 1

1 + x

ã
dx

t− 1

=
1

t− 1
ln

1 + tx

1 + x

∣∣∣∣∞
0

=
ln t

t− 1
(2.2.24)

收敛，并且上述积分值在 t→ 1时的极限为 1，因此

φ′(t) =
ln t

t− 1
(2.2.25)

在 t > 0上连续.
(2) 由上一小问的结论，

φ(1) = φ(0) +

ˆ 1

0
φ′(t) dt =

ˆ 1

0

ln t

t− 1
dt

u=1−t
====== −

Çˆ ε

0
+

ˆ 1

ε

å
ln(1− u)

u
du ,

(2.2.26)

其中 0 < ε < 1. 当 u < 1时，函数 ln(1− u)收敛于其 Taylor级数，因此

−
ˆ ε

0

ln(1− u)

u
du = −

ˆ ε

0

1

u

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
(−u)n du =

ˆ ε

0

∞∑
n=1

un−1

n
du , (2.2.27)

此时幂级数
∞∑
n=1

un−1

n
的收敛半径为 1，因此当 0 ⩽ u ⩽ ε < 1时，无穷求和与积分可

交换，即

−
ˆ ε

0

ln(1− u)

u
du =

∞∑
n=1

ˆ ε

0

un−1

n
du =

∞∑
n=1

εn

n2
. (2.2.28)

积分后，幂级数
∞∑
n=1

εn

n2
的收敛区间为 [−1, 1]，因此

− lim
ε→1−

ˆ 1

ε

ln(1− u)

u
du = lim

ε→1−

∞∑
n=1

εn

n2
=

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
. (2.2.29)

另一方面，记 g(u) = −
√
1− u ln(1− u), h(u) = 1/u

√
1− u，首先有

ˆ 1

ε
h(u) du = − 2

√
1− u

u

∣∣∣∣1
ε

− 2

ˆ 1

ε

√
1− u

u2
du

=
2
√
1− ε

ε
− 2

ˆ 1

ε

√
1− u

u2
du收敛, (2.2.30)
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并且

g′(u) =
ln(1− u) + 2

2
√
1− u

< 0 (2.2.31)

在 u > u0 = max{1− e−2, ε}时成立， lim
u→1−

g(u) = 0，因此 g(u)在 [u0, 1]内单调且有

界. 由 Dirichlet判别法，广义积分
ˆ 1

ε
g(u)h(u) du收敛于某一与 ε有关的常数，从而

− lim
ε→1−

ˆ 1

ε

ln(1− u)

u
du = 0. (2.2.32)

综上，

φ(1) = − lim
ε→1−

Çˆ ε

0
+

ˆ 1

ε

å
ln(1− u)

u
du =

π2

6
+ 0 =

π2

6
. (2.2.33)

7. 设 D 是由简单光滑闭曲线 L 围城的区域，f(x, y) 在 D 上具有连续的偏导数. 记 d =

max
(x,y)∈D

√
x2 + y2.

(1) 证明：
¨

D
f(x, y) dx dy =

˛
L
xf(x, y) dy −

¨
D
x
∂f

∂x
dx dy . (2.2.34)

(2) 对于 ∀(x, y) ∈ L，均有 f(x, y) = 0. 证明：
¨

D
f2(x, y) dσ ⩽ d2

¨
D

ñÅ
∂f

∂x

ã2
+

Å
∂f

∂y

ã2ô
dσ . (2.2.35)

解 (1) 由 Green公式，
˛
L
xf(x, y) dy =

¨
D

ï
f(x, y) + x

∂f

∂x

ò
dx dy . (2.2.36)

(2) 仿照上一问的思路，可证明对偶表达式：
˛
L
−yf(x, y) dx =

¨
D

ï
f(x, y) + y

∂f

∂y

ò
dx dy . (2.2.37)

将这两式中的 f 替换为 f2并相加，代入 f(x, y)在 L上恒为零的条件，可得

¨
D
f2(x, y) dσ = −

¨
D
f

Å
x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y

ã
dσ ⩽

¨
D
|f |
∣∣∣∣x∂f∂x + y

∂f

∂y

∣∣∣∣ dσ
⩽
¨

D
|f |

√
(x2 + y2)

ñÅ
∂f

∂x

ã2
+

Å
∂f

∂y

ã2ô
dσ

⩽
®¨

D
f2(x, y) dσ ·

¨
D
(x2 + y2)

ñÅ
∂f

∂x

ã2
+

Å
∂f

∂y

ã2ô
dσ

´1/2

,

(2.2.38)

其中最后两行均使用到了 Cauchy-Schwarz不等式，代入 x2 + y2 ⩽ d2得

¨
D
f2(x, y) dσ ⩽ d2

¨
D

ñÅ
∂f

∂x

ã2
+

Å
∂f

∂y

ã2ô
dσ . (2.2.39)
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2.3 2021-2022期末

1. 求 Γ(5/2).

解 Γ(5/2) = 3/2 · 1/2 · Γ(1/2) = 3
√
π/4.

2. 求函数 f(x) = cos2 x− sin2 x+ sin 2x/3 (x ∈ [−π, π])的 Fourier系数.

解 注意到 f(x) = cos 2x+ sin 2x/3，因此 a2 = 1, b2 = 1/3，其余 an = bn = 0.

3. 求向量场 v = (y + z)i+ (z + x)j + (x+ y)k沿曲线

L : r(t) = (cos t, sin t, t), t ∈ [0, 2π] (2.3.1)

的积分，其中 t是曲线的正向参数.

解 注意到对于空间中任一闭合曲线 L0及任一以 L0为边界的有向曲面 S，由 Stokes公式，
˛
L0

v · dr =

¨
S
∇× v · dS = 0, (2.3.2)

因此 v 沿曲线 L 的第二型曲线积分与路径无关，而 L 的初末位置分别为 A(1, 0, 0) 和

B(1, 0, 2π)，考虑从 A到 B 的直线段，从而

ˆ
L
v · dr =

ˆ 2π

0
(x+ y)

∣∣∣∣
(1,0,z)

dz = 2π. (2.3.3)

4. 求函数 f(x) =

1, |x| < 1,

0, 1 ⩽ |x| ⩽ π
在区间 [−π, π]上展开为Fourier级数，由此求级数

∞∑
n=1

sinn

n

与
∞∑
n=1

sin2 n

n2
的和.

解 注意到 f(x)在 [−π, π]内为偶函数且分段可微，由 Dirichlet定理，f(x)在该区间上的
Fourier系数为 bn = 0且

a0 =
2

π

ˆ 1

0
dx =

2

π
, (2.3.4)

an =
2

π

ˆ 1

0
cosnx dx =

2 sinn

nπ
, (2.3.5)

因此

1

π

(
1 + 2

∞∑
n=1

sinn

n
cosnx

)
=

1/2, |x| = 1,

f(x), elsewhere
(2.3.6)

=⇒
∞∑
n=1

sinn

n
=
πf(0)− 1

2
=
π − 1

2
. (2.3.7)

由 Parseval等式，

2

π2

(
1 + 2

∞∑
n=1

sin2 n

n2

)
=

2

π

ˆ 1

0
dx =

2

π
=⇒

∞∑
n=1

sin2 n

n2
=
π − 1

2
. (2.3.8)
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5. 求向量场 v = xy2i+ yz2j + zx2k在球面 S : x2 + y2 + z2 = z的积分，曲面 S 的正向是外

法向.

解 记闭曲面 S 包围的区域为 Ω = {(x, y, z)|x2 + y2 + (z − 1/2)2 ⩽ 1/4}，由 Gauss定理，
"

S
v · dS =

˚
Ω
∇ · v dV =

˚
Ω
(x2 + y2 + z2) dV

=

˚
Ω

ñ
x2 + y2 +

Å
z − 1

2
+

1

2

ã2ô
dV

=

˚
Ω

ñ
x2 + y2 +

Å
z − 1

2

ã2ô
dV +

1

4

¨
Ω
dV

= 4π

ˆ 1/2

0
r2 · r2 dr + 1

4
· 4π
3

·
Å
1

2

ã3
=

π

15
, (2.3.9)

其中第三行已利用 Ω关于 (z − 1/2)对称的特性.

6. 设常数 a, b都是正实数，平面向量场 b =
−yi+ xj

a2x2 + b2y2
.

(1) 求 v在 D1 = {(x, y) ∈ R2|x > 0}的所有势函数.
(2) 证明 v不是区域 D2 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 > 0}上的保守（有势）场.

解 (1) D1为单连通区域，对于 D1内任一闭区域 D，由 Green公式，
˛
∂D

v · dr =

˛
∂D

−y dx+ x dy

a2x2 + b2y2
=

¨
D
0 dx dy = 0, (2.3.10)

因此 v在 D1内为有势场，其势函数为

φ(x, y) = φ(0, 0) +

ˆ x

0
0 du+

ˆ y

0

x dv

a2x2 + b2v2
= φ(0, 0) +

1

ab
arctan

by

ax
. (2.3.11)

(2) D2并非单连通区域，考虑正向闭路 C(R) : a2x2 + b2y2 = R2 (R > 0)，容易计算

˛
C(R)

v · dr =

˛
C(R)

−y dx+ x dy

a2x2 + b2y2
=

1

R2

˛
C(R)

−y dx+ x dy

x=R cos θ/a
=========
y=R sin θ/b

1

R2

ˆ 2π

0

R2

ab
dθ =

2π

ab
. (2.3.12)

而对于D2内任一包含原点的区域D，总 ∃R > 0，使得 C(R)在D内. 记 ∂D与 C(R)

所包围的区域为 D(R)，由 Green公式，
˛
∂D

v · dr =

˛
∂D+C(R)−+C(R)

v · dr

=

¨
D(R)

(∂xvy − ∂yvx) dx dy +

˛
C(R)

v · dr = 0 +
2π

ab
, (2.3.13)

可见对于D2内的任一路径 L，总可以构造另一与其同初末态的路径 L′，使得 L与 L′

围成的区域 D包含原点，从而 v沿路径 L和 L′ 的第二型曲线积分值相差 2π/ab，即

积分值与路径有关，因此 v不是 D2上的保守场.

7. 证明反常积分
ˆ +∞

0

ln
(
1 + 4x2

)
1 + x2

dx收敛，并求其值.
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解 考虑含参变量的反常积分

g(t) =

ˆ +∞

0
f(x, t) dx , f(x, t) =

ln
(
1 + tx2

)
1 + x2

(0 ⩽ t ⩽ 5). (2.3.14)

由于

ˆ +∞

1

√
x dx

1 + x2
与

ˆ +∞

1

dx

x3/2
同敛散且后者收敛，同时

∂

∂x

ñ
ln
(
1 + 5x2

)
1 + tx2

ô
=

1

2x3/2

ï
20x2

1 + tx2
− ln

(
1 + 5x2

)ò
< 0 (2.3.15)

对 ∀x ∈ ((e4 − 1)/5,+∞)成立，并且

lim
x→0+

ln
(
1 + 5x2

)
√
x

= lim
x→+∞

ln
(
1 + 5x2

)
√
x

= 0, (2.3.16)

因此该函数在 ((e4 − 1)/5,+∞) 上单调且一致有界，由 Abel 判别法，g(5) 收敛. 又因为
|f(x, t)| ⩽ |f(x, 5)|，由Weierstrass判别法，g(t)在 [0, 5]上一致收敛. 另一方面，
ˆ +∞

0
ft(x, t) dx =

ˆ +∞

0

x2 dx

(1 + tx2)(1 + x2)
=

ˆ +∞

0

Å
1

1 + x2
− 1

1 + tx2

ã
dx

t− 1

=
1

t− 1

ï
arctanx− 1√

t
arctan

Ä√
tx
äò∣∣∣∣+∞

0

=
π

2

1√
t(
√
t+ 1)

(2.3.17)

在 t ∈ (0, 5)上收敛，因此 g(t)可微，且

g′(t) =
π

2

Å
1√
t
− 1√

t+ 1

ã
, (2.3.18)

g(4) = g(0) +
π

2

ˆ 4

0

Å
1√
t
− 1√

t+ 1

ã
u=

√
t

===== 2π − π

2

ˆ 2

0

2u du

1 + u

= 2π − π [u− ln(1 + u)]

∣∣∣∣2
0

= 2π − π(2− ln 3) = π ln 3. (2.3.19)

8. 设函数 f(x, y, z)在R3上有二阶连续偏导数，并且对任一点 P0(x0, y0, z0)及任意正数 r > 0

有

1

4πr2

¨
S
f(x, y, z) dS = f(P0), (2.3.20)

其中 S 是以 P0为球心、r为半径的球面. 求证：f 满足 Laplace方程

∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂y2
= 0. (2.3.21)

解 感谢王艺锟同学提供的简便解法！记点 P (x, y, y)为 S球面 S上任一点，则
−→
P0P = rr̂，

其中 r̂为单位径矢，恰为球面法向，因此在球坐标下，

∂f(P )

∂r
=

∂

∂r
f(P0 + rr̂) = ∇f(P ) · r̂, (2.3.22)

这里 r̂关于 r偏导为零可直观理解为 r̂为单位向量、不含任何长度信息（与 r无关），或者

直接将其用球坐标在直角坐标系下表示：

r̂ = (sin θ cosφ, sin θ, sinφ, cos θ), (2.3.23)
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可见 r̂与 r无关. 记 B(P0, r)为球心为 P0、半径为 r的球域，将题设条件化为：

f(P0) =
1

4πr2

¨
∂B(P0,r)

f(P ) dS =
1

4πr2

¨
∂B(P0,1)

f(P ) · r2 dS =
1

4π

¨
∂B(P0,1)

f(P ) dS ,

(2.3.24)

因此

0 =
1

4π

∂

∂r

¨
∂B(P0,1)

f(P ) dS =
1

4π

¨
∂B(P0,1)

∂f(P )

∂r
dS =

1

4π

¨
∂B(P0,1)

∇f(P ) · dS

=
1

4πr2

¨
∂B(P0,r)

∇f(P ) · dS Gauss定理
========

1

4πr2

˚
B(P0,r)

∇2f(P ) dV =
r

3
∇2f(M),

(2.3.25)

其中最后一行已用到积分中值定理，可得∇2f(M) = 0. 由 r的任意性以及 f 具有二阶连续

偏导数，令 r → 0+，可得∇2f(P0) = 0. 由P0的任意性，可知对 ∀P ∈ R3，均有∇2f(P ) = 0.
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2.4 2020-2021期末

1. 设 I(u) =

ˆ cosu

sinu
ex

2−xu dx，求 I ′(u).

解 由变上下限积分的求导法则，

I ′(u) = − sinu · ecos2 u−u cosu − cosu · esin2 u−u sinu +

ˆ cosu

sinu
−xex2−xu dx , (2.4.1)

其中
ˆ cosu

sinu
−xex2−xu dx = −

ˆ cosu

sinu

(
x− u

2
+
u

2

)
e(x−u/2)2−u2/4 dx

= −e−u2/4

2

Ä
e(cosu−u/2)2 − e(sinu−u/2)2

ä
− u

2
I(u), (2.4.2)

整理得

I ′(u) = −
Å
1

2
+ sinu

ã
ecos

2 u−u cosu +

Å
1

2
− u

ã
esin

2 u−u sinu − u

2
I(u). (2.4.3)

2. 设 v =

Å
y

z
− 1

y
,
x

z
+

x

y2
, 1− xy

z2

ã
(y > 0, z > 0).

(1) 证明 v是有势场.
(2) 求其全体势函数.

(3) 计算
ˆ (1,2,3)

(1,1,1)
v · τ ds.

解 (1) 由题意，

∇× v =

Å
x

z2
+
x

z2
,− y

z2
+

y

z2
,
1

z
+

1

y
− 1

z
− 1

y

ã
= 0, (2.4.4)

因此 v在 y, z > 0的区域内为有势场.
(2) 由题意，其势函数

φ(x, y, z) =
xy

z
− x

y
+ f(y, z) ⇐= φy =

x

z
+

x

y2
+ fy =

x

z
+

x

y2
, (2.4.5)

因此 fy(y, z) = 0，可设 f(y, z) = g(z)，从而

φz = −xy
z2

+ g′ = 1− xy

z2
=⇒ g(z) = z + C, (2.4.6)

因此势函数为

φ(x, y, z) =
xy

z
− x

y
+ z + C. (2.4.7)

(3) 由题意，

原式 = φ(1, 2, 3)− φ(1, 1, 1) =

Å
2

3
− 1

2
+ 3

ã
− 1 =

13

6
. (2.4.8)

3. (1) 计算曲线积分
ˆ
L
e
√

x2+y2 ds，其中 L为圆周 x2 + y2 = 4、直线 y = x及 x轴在第一

象限中所围图形边界.
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解 由题意，
ˆ

y=0,
0⩽x⩽2

e
√

x2+y2 ds =

ˆ 2

0
ex dx = e2 − 1, (2.4.9)

ˆ
y=x,

0⩽x⩽
√
2

e
√

x2+y2 ds =

ˆ √
2

0
e
√
2x ·

√
2x dx = e2 − 1, (2.4.10)

ˆ
ρ=2,

0⩽φ⩽π/4

e
√

x2+y2 ds =

ˆ π/4

0
e2 · 2 dφ =

π

2
e2, (2.4.11)

因此 ˆ
L
e
√

x2+y2 ds =
π

2
e2 + 2(e2 − 1). (2.4.12)

(2) 设 u(x, y)在圆盘 D : x2 + y2 ⩽ π上有二阶连续偏导数，且

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= sin

(
x2 + y2

)
, (2.4.13)

n为边界圆周 ∂D的单位外法向，计算曲线积分

˛
∂D

∂u

∂n
ds.

解 参考作业题 11.3.7的思路，设曲线上某一线元的单位法向为 n̂ = (cos β, sinβ)，则

其对应的正向线元

dr = τ̂ ds = (− sinβ, cosβ) ds = (dx, dy), (2.4.14)

从而

n̂ ds = (cos β, sinβ) ds = (dy,−dx), (2.4.15)

因此原式可化为˛
∂D

∂u

∂n
ds =

˛
∂D

∇u · n̂ ds =

˛
∂D

ux dy − uy dx

Green公式
========

¨
D
(uxx + uyy) dx dy =

¨
D
sin
(
x2 + y2

)
dx dy

极坐标
===== 2π

ˆ √
π

0
sin ρ2 · ρ dρ = 2π. (2.4.16)

4. 计算积分 I =

¨
S
2(1 + x) dy dz + yz dx dy，其中 S 是曲线 y =

√
x (0 ⩽ x ⩽ 1)绕 x轴旋

转生成的旋转面，法向与 x轴正向夹角为钝角.

解 记有向曲面 D = {(x, y, z)|y2 + z2 ⩽ 1, x = 1}，其方向沿 x轴正向，则 S +D围成法

向向外的有向闭曲面，其围成的区域为 Ω. 由 Gauss定理，

I =

¨
S+D+D−

2(1 + x) dy dz + yz dx dy

=

˚
Ω
(2 + y) dx dy dz +

¨
D−

2(1 + 1) dy dz

= 2

ˆ 2π

0
dφ

ˆ 1

0
ρ dρ

ˆ ρ2

0
dz − 4 · π · 12 = −3π (2.4.17)
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5. 记 v = (y2 + z2)i+ (z2 + x2)j + (x2 + y2)k，计算曲线积分

I =

˛
L
(y2 + z2) dx+ (z2 + x2) dy + (x2 + y2) dz , (2.4.18)

其中 L是球面 x2 + y2 + z2 = 4x与柱面 x2 + y2 = 2x的交线 (z ⩾ 0)，从 z轴的正向看去，

L沿顺时针方向.

解 采用 Stokes公式可得

I = 2

¨
S
(y − z, z − x, x− y) · dS, (2.4.19)

其中有向曲面 S 取为球面 x2 + y2 + z2 = 4x上被 L包围的区域，因此

dS = −(x− 2, y, z)

2
dS = −(x− 2, y, z(x, y))

2
·
»
1 + z2x + z2y dx dy

= −(x− 2, y, z(x, y)) dx dy

2
√
4− (x− 2)2 − y2

. (2.4.20)

注意到 S 关于 x, y对称，因此

I = −
¨

(x−1)2+y2⩽1

4(z(x, y)− y) dx dy√
4− (x− 2)2 − y2

= −4

¨
(x−1)2+y2⩽1

dx dy = −4π. (2.4.21)

6. (1) 将 f(x) = π/2− x, x ∈ [0, π]展开成余弦级数.

(2) 求数项级数
∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
,

∞∑
n=1

1

n2
,

∞∑
n=1

1

n4
的和.

解 (1) 先将 f(x)在 [−π, 0)上做偶延拓得到 F (x). 由于 f(x)在 [0, π]上连续且分段可微，

故 F (x)在 [−π, π]上连续且分段可微，由 Dirichlet定理，其 Fourier系数为 bn = 0且

a0 =
2

π

ˆ π

0

(π
2
− x
)
dx = 0, (2.4.22)

an =
2

π

ˆ π

0

(π
2
− x
)
cosnx dx

=
2

nπ

ï(π
2
− x
)
sinnx

∣∣∣∣π
0

+

ˆ π

0
sinnx dx

ò
=

2[1− (−1)n]

n2π
, (2.4.23)

因此 f(x)的余弦级数收敛于其自身，即

f(x) =
4

π

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2
, x ∈ [0, π]. (2.4.24)

(2) 由题意，
∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
=
π

4
f(0) =

π2

8
, (2.4.25)

∞∑
n=1

1

n2
=

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
+

∞∑
n=1

1

(2n)2
=
π2

8
+

1

4

∞∑
n=1

1

n2
, (2.4.26)

因此

∞∑
n=1

1

n2
=

4

3
· π

2

8
=
π2

6
. (2.4.27)
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由 Parseval等式，

16

π2

∞∑
n=1

1

(2n− 1)4
=

2

π

ˆ π

0

(π
2
− x
)2

dx =
π2

6
. (2.4.28)

类似地，

∞∑
n=1

1

n4
=

∞∑
n=1

1

(2n− 1)4
+

∞∑
n=1

1

(2n)4
=
π4

96
+

1

16

∞∑
n=1

1

n4
, (2.4.29)

因此

∞∑
n=1

1

n4
=

16

15
· π

4

96
=
π4

90
. (2.4.30)

7. (1) 求使积分 φ(α) =

ˆ +∞

0

xα

1 + x2
dx收敛的参数取值范围.

(2) 收敛时，利用 Euler积分计算 φ(α).
(3) 证明：含参变量广义积分 φ(α)在区间 [−α0, α0]上一致收敛 (0 < α0 < 1).

解 (1) 将积分区域拆分为 [0, 1)和 [1,+∞)考虑. 在 [0, 1)内，被积函数 f(x, α) = xα/(1+

x2)在 x→ 0+时等价于 xα，而

ˆ 1

0
xα dx仅在 α > −1时收敛；在 [1,+∞)内，f(x, α)

在 x → +∞时等价于 1/x2−α，而

ˆ +∞

1

dx

x2−α
仅在 2 − α > 1即 α < 1时收敛. 综上，

φ(α)收敛时 α ∈ (−1, 1).
(2) 由题意，

φ(α)
u=x2

=====

ˆ +∞

0

uα/2

1 + u
· du

2
√
u
=

1

2
B
Å
1− α

2
,
1 + α

2

ã
=

1

2

Γ((1− α)/2)Γ((1 + α)/2)

Γ(1)
=

π

2 sin[(1− α)π/2]
=

π

2 cos(απ/2)
, (2.4.31)

其中第二行已利用 B函数的定义以及余元公式.

(3) 仿第 (1) 问的证明，在 [0, 1) 内，|f(x, α)| ⩽ x−α0，而

ˆ 1

0

dx

xα0
收敛；在 [1,+∞) 内，

|f(x, α)| < 1/x2−α0，而

ˆ +∞

1

dx

x2−α0
收敛. 由Weierstrass判别法，φ(α)在 [−α0, α0]内

一致收敛.

8. 设 P (x, y), Q(x, y)具有二阶连续偏导数，且对任一点 (x0, y0)为圆心，任意 r > 0为半径

的半圆 L : x = x0 + r cos θ, y = y0 + r sin θ，恒有ˆ
L
P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0, (2.4.32)

证明：P (x, y) = 0, ∂Q(x, y)/∂x = 0.

证明. 考虑从 (x0 − r, y0)到 (x0 + r, y0)的直线段 L0，记 L与 L0围成的区域为D，取 L为

正向曲线，则由 Green公式，¨
D
(Qx − Py) dx dy =

˛
L0+L

P dx+Q dy =

ˆ
L0

P dx+Q dy + 0 =

ˆ x0+r

x0−r
P (x, y0) dx .

(2.4.33)
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利用积分中值定理，∃(ξ, η) ∈ D且 ∃ζ ∈ (x0 − r, x0 + r)，使得

(Qx − Py)

∣∣∣∣
(ξ,η)

· πr
2

2
= P (ζ, y0) · 2r =⇒ P (ζ, y0) =

π

4
r (Qx − Py)

∣∣∣∣
(ξ,η)

. (2.4.34)

注意到 P,Q 具有二阶连续偏导数，上式两端分别令 r → 0+，可得 P (x0, y0) = 0. 再由
(x0, y0)的任意性，可得对 ∀(x, y) ∈ R2，均有 P (x, y) = 0. 将其代入上式，类似可得

Qx(ξ, η) = 0 =⇒ Qx(x0, y0) = lim
r→0+

Q(ξ, η) = 0 =⇒ Qx(x, y) = 0. (2.4.35)
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2.5 2019-2020期末

1. 设 f(u, v)在 R2上有连续的偏导数，令

ˆ cosα

sinα
f(x+ α, x− α) dx，求 F ′(α).

解 由变上下限积分的求导法则，

F ′(α) = − sinαf(cosα+ α, cosα− α)− cosαf(sinα+ α, sinα− α) +

ˆ cosα

sinα
(f1 − f2) dx .

(2.5.1)

2. 计算三重积分
˚

V
(x2+y2) dx dy dz，其中积分区域 V 由曲面 z = (x2+y2)/2与平面 z = 8

围成.

解 作柱坐标变换，可得

原式 = 2π

ˆ 8

0
dz

ˆ √
2z

0
ρ2 · ρ dρ = 2π

ˆ 8

0
z2 dz =

1024π

3
. (2.5.2)

3. 计算积分
ˆ +∞

0

e−ax − e−bx

x
sinx dx.

解 记 f(x, a) = (e−ax − e−bx) sinx/x，该含参变量反常积分为 g(a). Dirichlet 积分给出ˆ +∞

0

sinx

x
dx收敛，而当 a ∈ [0, b]时，e−ax− e−bx单调减且分别有上下界 1和 0,，由 Abel

判别法，该含参变量积分一致收敛. 注意到
ˆ +∞

0

∂

∂a
fa(x, a) dx = −

ˆ +∞

0
e−ax sinx dx

= e−ax cosx

∣∣∣∣+∞

0

+ a

ˆ +∞

0
e−ax cosx dx

= −1 + a

Ç
e−ax sinx

∣∣∣∣+∞

0

+ a

ˆ +∞

0
e−ax sinx dx

å
= −1 + a2

ˆ +∞

0
e−ax sinx dx (2.5.3)

因此
ˆ +∞

0
fa(x, a) dx = − 1

1 + a2
(2.5.4)

收敛，进而

g(a) = g(b) +

ˆ a

b
g′(u) du =

ˆ b

a

du

1 + u2
= arctan b− arctan a = arctan

b− a

1 + ab
. (2.5.5)

4. 设 n,m > 0，利用 Euler积分计算积分
ˆ 1

0

xn−1

√
1− xm

dx.

解 由题意，

原式
u=xm

=====

ˆ 1

0

u(n−1)/m

√
1− u

· u
1/m−1

m
du =

1

m
B
Å
n

m
,
1

2

ã
=

√
π

m

Γ(n/m)

Γ(n/m+ 1/2)
. (2.5.6)
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5. 计算曲面积分

I =

¨
Σ
x dy dz + y dz dx+ z dx dy , (2.5.7)

其中 Σ为圆柱面 x2 + y2 = 1被 z = 0和 z = 3所截部分的外侧.

解 考虑柱坐标下沿 ρ̂方面的面元，则有

I =

¨
Σ
(x, y, z) · dS =

¨
Σ
1 · 1 · dφ dz = 2π · 3 = 6π. (2.5.8)

6. (1) 将函数 f(x) =

1, |x| < π/2,

0, π/2 ⩽ |x| ⩽ π
展开成以 2π 为周期的 Fourier级数（须讨论其收

敛性）.

(2) 分别求级数
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
和

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
的值.

解 由于 f(x)在 [−π, π]内为偶函数且分段可微，由Dirichlet定理，其 Fourier系数为 bn = 0

且

a0 =
2

π

ˆ π/2

0
dx = 1, (2.5.9)

an =
2

π

ˆ π/2

0
cosnx dx =

2

nπ
sin

nπ

2
, (2.5.10)

因此

1

2
+

2

π

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
cos(2n+ 1)x =

1/2, |x| = π/2,

f(x), elsewhere,
(2.5.11)

直接计算得

∞∑
n=1

(−1)n

2n+ 1
=
π

2

ï
f(0)− 1

2

ò
=
π

4
. (2.5.12)

由 Parseval等式，

1

2
+

4

π2

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
=

2

π

ˆ π/2

0
dx = 1 =⇒

∞∑
n=1

1

(2n+ 1)2
=
π2

8
. (2.5.13)

7. 试定出正数 λ，使曲面

F (x, y, z) = xyz − λ = 0, G(x, y, z) =
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1 = 0 (2.5.14)

在第一象限某一点相切，即有共同的切平面.

解 设该切点为 P0(x0, y0, z0)，两个曲面在该点的法向量分别为

∇F
∣∣∣∣
P0

= (y0z0, z0x0, x0y0), ∇G
∣∣∣∣
P0

= 2
(x0
a2
,
y0
b2
,
z0
b2

)
, (2.5.15)
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对应的切平面分别为

π1 : y0z0x+ z0x0y + x0y0z − 3λ = 0, π2 :
x0x

a2
+
y0y

b2
+
z0z

c2
− 1 = 0. (2.5.16)

曲面相切要求该点切平面重合，即

λ = x0y0z0 = t
x20
a2

= t
y20
b2

= t
z20
c2
. (2.5.17)

将上述方程代入椭圆方程，可得切点为 (a/
√
3, b/

√
3, c/

√
3)，进而

λ =
abc

3
√
3
. (2.5.18)

8. 讨论 f(x, y) =

xy/
√
x2 + y2, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0)
在 (0, 0)处的连续性与可微性.

解 考虑 f 在极坐标下的表示：

g(ρ, φ) = f(ρ cosφ, ρ sinφ) = ρ cosφ sinφ. (2.5.19)

当 x2 + y2 → 0时，即沿某一过原点的曲线 φ = φ(ρ)趋于原点，由夹逼准则，

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
ρ→0+

g(ρ, φ) = 0 = f(0, 0), (2.5.20)

因此 f(x, y)在原点连续. 由偏导数的定义，

fx(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= 0 = fy(0, 0), (2.5.21)

因此极限

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− fx(0, 0)x− fy(0, 0)y − f(0, 0)√
x2 + y2

= lim
ρ→0+

cosφ(ρ) sinφ(ρ) (2.5.22)

不存在，故 f(x, y)在原点不可微.

9. 设 f(x, y), g(x, y)在单位圆盘 U = {(x, y)|x2+ y2 ⩽ 1}上有一阶连续偏导数，且 ∂f/∂y =

∂g/∂x，证明：在单位圆周上存在一点 (ξ, η)，使得 f(ξ, η)η = g(ξ, η)ξ.

解 注意到偏导相等的条件可与 Green公式结合，因此构造
˛
∂U
f dx+ g dy =

¨
U
(gx − fy) = 0. (2.5.23)

在边界 ∂U 上，令 x = cos θ, y = sin θ，可得

0 =

˛
∂U
f dx+ g dy =

ˆ 2π

0
[g(cos θ, sin θ) cos θ − f(cos θ, sin θ) sin θ] dθ

= 2π[g(cosφ, sinφ) cosφ− f(cosφ, sinφ) sinφ], (2.5.24)

其中最后一行已用到积分中值定理，因此 ∃(ξ, η) = (cosφ, sinφ) ∈ ∂U，使得

f(ξ, η)η = g(ξ, η)ξ. (2.5.25)
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10. 设函数 f(x, y, z)在区域 Ω = {(x, y, z)|x2+ y2+ z2 ⩽ 1}上具有连续的二阶偏导数，且满足

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
=
√
x2 + y2 + z2, (2.5.26)

计算

I =

˚
Ω

Å
x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
+ z

∂f

∂z

ã
dx dy dz . (2.5.27)

解 利用 Leibniz法则，可将被积函数写为

r ·∇f =
1

2
∇r2 ·∇f =

1

2
∇ · (r2∇f)− 1

2
r2∇2f, (2.5.28)

对第一项使用 Gauss定理：˚
Ω
∇ · (r2∇f) =

¨
∂Ω
r2∇f · dS =

¨
∂Ω

1 · ∇f · dS =

˚
Ω
∇2f, (2.5.29)

因此原积分化为

I =
1

2

˚
Ω
(1− r2)∇2f dV =

1

2
· 4π
ˆ 1

0
(1− r2)r · r2 dr = π

6
. (2.5.30)

11. (1) 设 u = ax+ by, v = cx+ dy，其中

(
a b

c d

)
是正交常数矩阵. 证明：对平面上任意的

光滑（至少有二阶连续偏导数）数量场 f，有

∂2f

∂u2
+
∂2f

∂v2
=
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
. (2.5.31)

(2) 设变换 u = u(x, y), v = v(x, y)有二阶连续的偏导数. 已知对平面的任意光滑数量场
f，下列等式成立

∂2f

∂u2
+
∂2f

∂v2
=
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
. (2.5.32)

I. 证明：参数变换的 Jacobi矩阵

(
∂u/∂x ∂u/∂y

∂v/∂x ∂v/∂y

)
是正交矩阵.

II. 证明：

(
∂u/∂x ∂u/∂y

∂v/∂x ∂v/∂y

)
是常值矩阵.

解 (1) 由题意， fx = afu + cfv,

fy = bfy + dfv

=⇒

(
∂x

∂y

)
=

(
a c

b d

)(
∂u

∂v.

)
(2.5.33)

设该变换矩阵为A，则A同样为正交常数矩阵，因此

∆uv =
Ä
∂u ∂v

ä(∂u
∂v

)
=
Ä
∂x ∂y

ä
ATA

(
∂x

∂y

)

=
Ä
∂x ∂y

ä(∂x
∂y

)
= ∆xy, (2.5.34)

其中已利用ATA = I，I 为二阶单位阵. 将该算符等式作用于平面上任意的光滑数量
场 f，得证.
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(2) 由链式法则，

∂2x = ∂x(ux∂u + vx∂v)

= uxx∂u + vxx∂v + ux(ux∂
2
u + vx∂uv) + vx(ux∂uv + vx∂

2
v), (2.5.35)

对 ∂2y 类似，将其代入题设条件：

fuu + fvv = fxx + fyy

=(uxx + uyy)fu + (vxx + vyy)fv + (u2x + u2y)fuu + (v2x + v2y)fvv

+ 2(uxvx + uyvy)fuv. (2.5.36)

由于上述等式对于平面上任意的光滑的数量场 f(x, y)成立，因此分别设 f = u(x, y)

和 f = v(x, y)，可得

uxx + uyy = vxx + vyy = 0 (2.5.37)

对任意满足条件的 u, v成立. 再分别设 f = u2和 f = v2，代入上述条件，可得

u2x + u2y = v2x + v2y = 1 (2.5.38)

对任意满足条件的 u, v成立. 最后设 f = uv，代入上述所有条件，可得

uxvx + uyvy = 0. (2.5.39)

综上，若设参数变换矩阵为A，则

AAT =

(
u2x + u2y uxvx + uyvy

uxvx + uyvy v2x + v2y

)
=

(
1 0

0 1

)
= I, (2.5.40)

因此A为参数变换矩阵.
另一方面，将(2.5.38)式两端分别对 x, y求偏导，并与(2.5.37)式联立，可得

uxx = uxy = uyy = vxx = vxy = yyy = 0 (2.5.41)

对 ∀P (x, y) ∈ R2成立，因此将 u, v分别在原点处作二阶 Taylor展开：

u(x, y) = u(0, 0) + ux(0, 0)x+ uy(0, 0)y + 0 = ax+ by + u(0, 0), (2.5.42)

v(x, y) = v(0, 0) + vx(0, 0)x+ vy(0, 0)y + 0 = cx+ dy + v(0, 0), (2.5.43)

因此A各项均为常数，从而A为常值矩阵.
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2.6 2018-2019期末

1. 设已知方程 ϕ

Å
x+

z

y
+
z

x

ã
= 0确定了一个隐函数 z = f(x, y)，求 x

∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
.

解 由隐函数求导法则，

zx = − ϕ′ · (1− z/x2)

ϕ′ · (1/y + 1/x)
=
y(z − x2)

x(x+ y)
, (2.6.1)

zy = − ϕ′ · (−z/y2)
ϕ′ · (1/y + 1/x)

=
zx

y(x+ y)
, (2.6.2)

因此

xzx + yzy =
(x+ y)z − x2y

x+ y
= z − x2y

x+ y
. (2.6.3)

2. 求曲面 z =
√
x2 + y2包含在原著 x2 + y2 = 2x内的部分面积.

解 注意到圆锥面为被截曲面，圆柱面为截面，记该部分曲面为 Σ，则其面积

S(Σ) =

¨
Σ
dS =

¨
x2+y2⩽2x

Ã
1 +

Ç
x√

x2 + y2

å2

+

Ç
y√

x2 + y2

å2

dx dy

=
√
2

¨
(x−1)2+y2⩽1

dx dy =
√
2π. (2.6.4)

3. 求积分

I =

˚
V

 
1− x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
dV , (2.6.5)

其中 V 为椭球 x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1内部.

解 考虑广义球坐标变换


x = ar cos θ cosφ,

y = br cos θ sinφ,

z = cr cos θ,

利用仿射变换后的旋转对称性，可直接对

θ, φ积分：

I = 4πabc

ˆ 1

0

√
1− r2r2 dr

t=r2
==== 2πabc

ˆ 1

0

√
t
√
1− t dt

= 2πabcB
Å
3

2
,
3

2

ã
= 2πabc · π

8
=
π2

4
abc. (2.6.6)

4. 设

v =
y2 + z2

r3
i− xy

r3
j − xz

r3
k (2.6.7)

是定义在 R3\{0}上的向量场，其中 r =
√
x2 + y2 + z2.

(1) 证明：v的旋度 ∇× v = 0.
(2) 求向量场 v的势函数.
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解 将向量场化为

v =
x2 + y2 + z2

r3
x̂− x

r3
(xx̂+ yŷ + zẑ)

=
1

r
x̂− x

r3
r = ∇

(x
r

)
, (2.6.8)

因此该向量场为梯度场，旋度自然为零，其势函数为 x/r + C，C 为某一待定常数.

5. 设向量场 v = −xi+ xyj +
√
x2 + y2 + z2 − 1/4k，曲面 S = {x2 + y2 + z2 = 1}，它的正

向是外法向. 求向量场 ∇× v在定向曲面 S 上的积分¨
S
∇× v · dS. (2.6.9)

解 注意到

∇× v =

Ç
y√

x2 + y2 + z2 − 1/4
,− x√

x2 + y2 + z2 − 1/4
, y

å
(2.6.10)

在 S 包围的区域内具有奇点 x2 + y2 + z2 = 1/4，其在 S 上的积分先代入 S 的方程再使用

Gauss定理，即 ¨
S
∇× v · dS =

¨
S

Å
2y√
3
,− 2x√

3
, y

ã
· dS = 0. (2.6.11)

6. 计算无穷积分

I =

ˆ +∞

1
t2et(2−t) dt . (2.6.12)

解 由题意，

I =

ˆ +∞

1
[(t− 1) + 1]2e−(t−1)2+1 dt

u=(t−1)2

=======
e

2

ˆ +∞

0

Å√
u+ 2 +

1√
u

ã
e−u du

=
e

2

ï
Γ

Å
3

2

ã
+ 2Γ(2) + Γ

Å
1

2

ãò
=

Å
1 +

3
√
π

4

ã
e. (2.6.13)

7. 设 f(x) = cosh(x− 1) (0 ⩽ x ⩽ 1)，求该函数的余弦级数，并证明：

∞∑
n=1

1

n2π2 + 1
=

1

e2 − 1
. (2.6.14)

解 先将 f(x)在 [−1, 0)上做偶延拓得 F (x). 由于 F (x)在 [−1, 1]上连续且分段可微，由

Dirichlet定理，其 Fourier系数为 bn = 0且

a0 = 2

ˆ 1

0
cosh(x− 1) dx = 2 sinh 1, (2.6.15)

an = 2

ˆ 1

0
cosh(x− 1) cosnπx dx

=
2

nπ

ñ
cosh(x− 1) sinnπx

∣∣∣∣1
0

−
ˆ 1

0
sinh(x− 1) sinnπx dx

ô
=

2

n2π2

ñ
sinh(x− 1) cosnπx

∣∣∣∣1
0

−
ˆ 1

0
cosh(x− 1) cosnπx dx

ô
=

1

n2π2
(sinh 1− an), (2.6.16)
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因此 f(x)的余弦级数为

f(x) = sinh 1

(
1 + 2

∞∑
n=1

cosnπx

n2π2 + 1

)
(0 ⩽ x ⩽ 1), (2.6.17)

进而可计算得
∞∑
n=1

1

n2π2 + 1
=

1

2

Å
f(0)

sinh 1
− 1

ã
=

e−1

e− e−1
=

1

e2 − 1
. (2.6.18)

8. 设 F (t) =

ˆ +∞

0

sin tx

1 + x2
dx，求证：

(1) F (t)在 (0,+∞)上连续.
(2) F (t)在 (0,+∞)上可导.
(3) F (t)在 (0,+∞)上二阶可导且满足方程

F ′′(t)− F (t) = −1

t
. (2.6.19)

解 (1) 记 f(x, t) = sin tx/(1+x2)，显然 x = 0并非其奇点. 注意到 |f(x, t)| ⩽ 1/(1+x2)，

而

ˆ +∞

0

dx

1 + x2
=
π

2
收敛. 由Weierstrass判别法，该广义积分在 (0,+∞)上一致收敛，

从而 F (t)连续.
(2) 注意到当 t ∈ (0,+∞)时，

ˆ +∞

0
ft(x, t) dx =

ˆ +∞

0

x cos tx

1 + x2
dx =

x sin tx

t(1 + x2)

∣∣∣∣+∞

0

− 1

t

ˆ +∞

0

1− x2

(1 + x2)2
sin tx dx

= −1

t

ˆ +∞

0

1− x2

(1 + x2)2
sin tx dx , (2.6.20)

而被积函数在 (2,+∞)上有控制函数 1/(x2 − 1)，并且
ˆ +∞

1

dx

x2 − 1
=

1

2
ln
x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+∞

2

=
ln 3

2
(2.6.21)

收敛，由Weierstrass判别法，该广义积分收敛，且

F ′(t) = −1

t

ˆ +∞

0

1− x2

(1 + x2)2
sin tx dx . (2.6.22)

(3) 将上一问的结果继续化简：

tF ′(t) =

ˆ +∞

0

ï
1

1 + x2
− 2

(1 + x2)2

ò
sin tx dx = F (t)− 2

ˆ +∞

0

sin tx

(1 + x2)2
dx .

(2.6.23)

记 g(x, t) = sin tx/(1 + x2)2，则 |gt(x, t)| =
∣∣x cos tx/(1 + x2)2

∣∣ ⩽ x/(1 + x2)2，而ˆ +∞

0

dx

(1 + x2)2
收敛，由Weierstrass判别法，该等式可微且

tF ′′(t) = −2

ˆ +∞

0

x cos tx

(1 + x2)2
dx =

cos tx

1 + x2

∣∣∣∣+∞

0

+ t

ˆ +∞

0

sin tx

1 + x2
dx = −1 + tF (t),

(2.6.24)

即证明得

F ′′(t)− F (t) = −1

t
. (2.6.25)
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2.7 2017-2018期末

1. 设 F 具有一阶连续偏导数，w = w(x, y, z)是方程

F (x− aw, y − bw, z − cw) = 1 (2.7.1)

（其中 a, b, c为常数）所确定的隐函数，试求

a
∂w

∂x
+ b

∂w

∂y
+ c

∂w

∂z
(2.7.2)

的值.

解 由隐函数求导法则，

awx + bwy + cwz =
a · (−F1) + b · (−F2) + c · (−F3)

−aF1 − bF2 − cF3
= 1. (2.7.3)

2. 求二元函数 f(x, y) = ex+y2 在 (0, 0)的 Taylor展开的前 4项（直到 3次）.

解 记 u = x+ y2，对单变量函数 u作 Taylor展开即可：

f(x, y) = 1 + u+
u2

2
+
u3

6
+ o(u4) = 1 + x+ y2 +

x2 + 2xy2

2
+
x3

6
+ o(x4 + y4)

= 1 + x+

Å
x2

2
+ y2
ã
+

Å
xy2 +

x3

6

ã
+ o(x4 + y4). (2.7.4)

3. 设

v = (a1x
2 + 2b1xy + c1y

2)i+ (a2x
2 + 2bxy + c2y

2)j (2.7.5)

是平面向量场. 问常数 ai, bi, ci (i = 1, 2)满足什么条件时，v是一个有势场，并求它的一个

势函数.

解 势函数要求积分与路径无关，由 Green定理，对平面内任一闭区域 D，满足
˛
∂D

v · dl = 2

¨
D
[(a2 − b1)x+ (b2 − c1)y] dx dy = 0 (2.7.6)

对平面上所有点 (x, y)成立，因此 a2 = b1, b2 = c1，其势函数为

φ(x, y, z) =
a1
3
x3 + b1x

2y + b2xy
2 +

c2
3
y3 + C. (2.7.7)

4. 设 p, q都是正数，求

ˆ 1

0
xq
Å
ln

1

x

ãp
dx . (2.7.8)

解 由于表达式中含 e（ln项），因此向 Γ函数化. 记 u = ln(1/x)，则 x = e−u, dx = e−u du，

那么

原式 =

ˆ +∞

0
upe−qu ·

(
−e−u

)
du

t=(q+1)u
======= −

ˆ +∞

0

tp

(q + 1)p
· e−t · dt

q + 1

= − Γ(p+ 1)

(q + 1)p+1
= − pΓ(p)

(q + 1)p+1
. (2.7.9)
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5. 设 L是平面上光滑的简单闭曲线，其参数方程表示为

x = φ(t),

y = ψ(t),
t ∈ [0, 2π]. L的方向

与参数增加的方向一致. 证明：L围成的区域面积 F 等于

π

∞∑
n=1

n(andn − bncn), (2.7.10)

其中 (an, bn)是 φ(t)的 Fourier系数，(cn, dn)是 ψ(t)的 Fourier系数.

解 由题意，φ(t), ψ(t)具有一阶连续导数，且 φ(0) = φ(2π), ψ(0) = ψ(2π). 由 Dirichlet定
理，其一阶导数的 Fourier系数分别为

An =
1

π

ˆ π

−π
φ′(t) cosnx dt =

1

π
φ(t) cosnt

∣∣∣∣2π
0

+
n

π

ˆ π

−π
φ(t) sinnx dt = nbn, (2.7.11)

Bn =
1

π

ˆ π

−π
φ′(t) sinnx dt =

1

π
φ(t) sinnt

∣∣∣∣2π
0

− n

π

ˆ π

−π
φ(t) cosnx dt = −nan. (2.7.12)

类似地，Cn = ndn, Dn = −ncn，因此
φ(t) =

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnt+ bn sinnt),

φ′(t) =

∞∑
n=1

n(bn cosnt− an sinnt),


ψ(t) =

c0
2

+

∞∑
n=1

(cn cosnt+ dn sinnt),

ψ′(t) =

∞∑
n=1

n(dn cosnt− cn sinnt).

(2.7.13)

利用三角函数系的正交性以及 Green公式，可给出区域 F 的面积为

A(F ) =
1

2

˛
∂F

−y dx+ x dy =
1

2

ˆ 2π

0
[φ(t)ψ′(t)− φ′(t)ψ(t)] dt

=
1

2

∞∑
m,n=1

[n(amdn − bmcn) · πδmn −m(bmcn − amdn) · πδmn]

= π

∞∑
n=1

n(andn − bncn). (2.7.14)

6. 求 f(x) = eax (a ̸= 0)在 (−π, π)内的 Fourier级数，并证明：

1

π

[
1

a
+

∞∑
n=1

2a

n2 + a2

]
=

cosh(aπ)

sinh(aπ)
. (2.7.15)

解 f(x)在 (−π, π)内分段可微，由 Dirichlet定理，其 Fourier系数为

a0 =
1

π

ˆ π

−π
eax dx =

eaπ − e−aπ

aπ
=

2 sinh(aπ)

aπ
, (2.7.16)

an =
1

π

ˆ π

−π
eax cosnx dx

=
1

nπ
eax sinnx

∣∣∣∣π
−π

− a

nπ

ˆ π

−π
eax sinnx dx = −a

n
bn, (2.7.17)

bn =
1

π

ˆ π

−π
eax sinnx dx

= − 1

nπ
eax cosnx

∣∣∣∣π
−π

+
a

nπ

ˆ π

−π
eax cosnx dx =

2(−1)n−1

nπ
sinh(aπ) +

a

n
an, (2.7.18)

32



从中解得

an =
2 sinh(aπ)

π

(−1)na

n2 + a2
, bn =

2 sinh(aπ)

π

(−1)n−1n

n2 + a2
, (2.7.19)

因此

sinh(aπ)

aπ

[
1 + 2a

∞∑
n=1

(−1)n

n2 + a2
(a cosnx− n sinnx)

]
=

f(x), x ∈ (−π, π),

cosh(aπ), |x| = π.
(2.7.20)

令 x = π，可得

1

π

[
1

a
+

∞∑
n=1

2a

n2 + a2

]
=

f(π)

sinh(aπ)
=

cosh(aπ)

sinh(aπ)
. (2.7.21)

7. 设曲面

S = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 = 1, z > 0}, (2.7.22)

它的定向与 z轴正向同侧. 设

f(x, y) =
1 + z

1 + x2 + y2
, g(x, y) = xy + yz + zx. (2.7.23)

求积分

¨
S
∇f ×∇g · dS.

解 记正向曲面D = {(x, y, z)|x2 + y2 ⩽ 1, z = 0}，其正向与 z轴正向同向，则 S+D−形

成封闭曲面，其正向为曲面外法向，围成的封闭区域记为 Ω由 Gauss定理，

原式 =

¨
S+D−+D

∇f ×∇g · dS

=

¨
Ω
∇ · (∇f ×∇g) dV +

¨
D
(∇f ×∇g)

∣∣∣∣
z=0

ẑ dx dy , (2.7.24)

其中已利用 ∇ · ×A = 0，A为任意矢量场,另一方面，

(∇f ×∇g)
∣∣∣∣
z=0时z分量

= (fxgy − fygx)

∣∣∣∣
z=0

=
2(y2 − x2)

(1 + x2 + y2)2
. (2.7.25)

又因为积分区域 D关于 x, y轮换对称，故

原式 = 2

¨
D

y2 − x2

(1 + x2 + y2)2
dx dy = 0. (2.7.26)

8. 设 |α| ̸= 1. 证明：积分
ˆ +∞

0

sinx sinαx

x
dx收敛，并求其值.

解 注意到 Dirichlet积分给出
ˆ +∞

0

sinx

x
dx =

π

2
关于 α一致收敛，并且 |sinαx| ⩽ 1关于

α一致有界. 由 Abel判别法，该广义积分一致收敛. 回顾 Dirichlet积分的证明思路，记

I(β) =

ˆ +∞

0

sinx sinαx

x
e−βx dx . (2.7.27)
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由于被积函数 f(x, β)有控制函数 sinx sinαx/x，由Weierstrass判别法，该广义积分关于 β

在 [0,+∞)上一致收敛，同时2

ˆ +∞

0
fβ(x, β) dx = −

ˆ +∞

0
sinx sinαxe−βx dx

= −1

2

ˆ +∞

0
[cos(1− α)x− cos(1 + α)x]e−βx dx , (2.7.29)

ˆ +∞

0
cos γxe−βx dx =

1

γ
sin γxe−βx

∣∣∣∣+∞

0

+
β

γ

ˆ +∞

0
sin γxe−βx dx

= − β

γ2
cos γxe−βx

∣∣∣∣+∞

0

− β2

γ2

ˆ +∞

0
cos γxe−βx dx , (2.7.30)

因此
ˆ +∞

0
cos γxe−βx dx =

β

β2 + γ2
. (2.7.31)

分别代入 γ = 1± α，可知当 |α| ̸= 1时，

ˆ +∞

0
fβ(x, β) dx = −1

2

ï
β

β2 + (1− α)2
− β

β2 + (1 + α)2

ò
(2.7.32)

在 (0,+∞)上关于 β 收敛，因此 I(β)可微，且

I(β) =

ˆ
I ′(β) dβ = C +

1

4
ln
β2 + (1 + α)2

β2 + (1− α)2
. (2.7.33)

利用边界条件 lim
β→+∞

I(β) = 0可确定积分常数 C = 0，因此

ˆ +∞

0

sinx sinαx

x
dx = I(0) =

1

2
ln

∣∣∣∣1 + α

1− α

∣∣∣∣ (|α| ̸= 1). (2.7.34)

2可引入 Euler公式：
ˆ +∞

0

cos γxe−βx dx = Re

ˆ +∞

0

eiγxe−βx dx = −Re
e−(β−iγ)x

β − iγ

∣∣∣∣+∞

0

= Re
1

β − iγ
=

β

β2 + γ2
. (2.7.28)
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2.8 2016-2017期末

1. (1) 设 z = f(x, y), x = u2 + 2v2, y = uev，求
∂z

∂u
,
∂z

∂v
.

解 由链式法则，

zu = 2ufx + evfy, zv = 4vfx + uevfy. (2.8.1)

(2) 求方程组

x = cos v + u sin v,

y = sin v − u cos v
所确定的反函数组的偏导数

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂v

∂x
,
∂v

∂y
.

解 对变换方程组两端取微分，可得dx = sin v du+ (u cos v − sin v) dv ,

dy = − cos v du+ (u sin v + cos v) dv
(2.8.2)

=⇒

(
dx

dy

)
=

(
sin v u cos v − sin v

− cos v u sin v + cos v

)(
du

dv

)
, (2.8.3)

因此 (
du

dv

)
=

(
sin v u cos v − sin v

− cos v u sin v + cos v

)−1(
dx

dy

)

=
1

u

(
u sin v + cos v sin v − u cos v

cos v − sin v

)(
dx

dy

)
, (2.8.4)

进而可得

∂u

∂x
= sin v +

cos v

u
,

∂u

∂y
=

sin v

u
− cos v,

∂v

∂x
=

cos v

u
,

∂v

∂y
= −sin v

u
. (2.8.5)

2. 设 aj > 0, bj > 0 (j = 1, 2, · · · , n).

(1) 用 Lagrange乘数法求 f(x1, · · · , xn) =
n∑

k=1

bkx
2
k 在条件

n∑
k=1

akxk = 1下的极值.

(2) 由 (1)的结论证明不等式
n∑

i=1

bix
2
i

n∑
i=1

a2i
bi

⩾
(

n∑
i=1

aixi

)2

.

解 (1) 构造 Lagrange函数

L(x1, · · · , xn;λ) = f(x+ 1, · · · , xn) + λ

(
n∑

k=1

akxk − 1

)
. (2.8.6)

当 f 取极值时，
∂iL = 2bixi + λai = 0 (i = 1, 2, · · · , n),

∂λL =
n∑

k=1

akxk − 1 = 0
=⇒


λ = − 2

/(
n∑

i=1

a2i
bi

)
,

xk = ak

/(
bk

n∑
i=1

a2i
bi

)
.

(2.8.7)
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注意到可直接将条件代入 f，即

g(x1, · · · , xn=1) = f

(
x1, · · · , xn−1,

1

an

(
1−

n−1∑
k=1

akxk

))
=

n−1∑
i,j=1

cijxixj , (2.8.8)

而由于 bj > 0，即所有二次项系数为正，因此该二次型多项式 g必存在极小值、不存

在极大值. 故 f 在该条件下无极大值，而在

xk = ak

/(
bk

n∑
i=1

a2i
bi

)
(k = 1, 2, · · · , n) (2.8.9)

处取到极小值 1

/(
n∑

i=1

a2i
bi

)
.

(2) 由上一问的结果，

f(x1, · · · , xn) ⩾ 1

/(
n∑

i=1

a2i
bi

)

=⇒
n∑

i=1

bix
2
i

n∑
i=1

a2i
b1

⩾ 1 =

(
n∑

i=1

aixi

)2

. (2.8.10)

3. 设 f(x)由连续的导函数，f(0) = 0，且曲线积分
ˆ
C
(ex + f(x))y dx+ f(x) dy (2.8.11)

与路径无关.求
ˆ (1,1)

(0,0)
(ex + f(x))y dx+ f(x) dy . (2.8.12)

解 由题意，总可以选择与 C 同起点和终点的正向路径 L，使得 C + L−围成封闭区域D，

由 Green公式，

0 =

ˆ
∂D

(ex + f(x))y dx+ f(x) dy =

¨
D
[f ′(x)− f(x)− ex] dx dy (2.8.13)

对于 ∀D ⊂ R2成立，要求

f ′(x)− f(x) = ex =⇒ f(x) = ex
Åˆ

ex · e−x dx+ C

ã
= (x+ C)ex. (2.8.14)

代入 f(0) = 0，可得 C = 0，因此可选择从 (0, 0)到 (0, 1)再到 (1, 1)的折线段，从而

ˆ (1,1)

(0,0)
(ex + f(x))y dx+ f(x) dy = f(0)

ˆ 1

0
dy +

ˆ 1

0
(ex + f(x)) dx

=

ˆ 1

0
(x+ 1)ex dx = xex

∣∣∣∣1
0

= e. (2.8.15)

4. 设 a, b, c是正数，求第二型曲面积分
¨

S
(by2 + cz2) dy dz + (cz2 + ax2) dz dx+ (ax2 + by2) dx dy , (2.8.16)

其中 S 是上半球面 x2 + y2 + z2 = 1 (z ⩾ 0)的上侧.
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解 考虑有向曲面D = {(x, y, z)|x2 + y2 ⩽ 1, z = 0}，其正向与 +z同向，因此 S +D−围

成封闭区域 Ω. 由 Gauss定理，

原式 =

¨
S+D−+D

(by2 + cz2) dy dz + (cz2 + ax2) dz dx+ (ax2 + by2) dx dy

=

˚
Ω
0 dx dy dz +

¨
x2+y2⩽1

(ax2 + by2) dx dy

x,y的交换对称性
===========

a+ b

2

¨
x2+y2⩽1

(x2 + y2) dx dy

=
a+ b

2
· 2π ·

ˆ 1

0
ρ2 · ρ dρ =

π

4
(a+ b). (2.8.17)

5. 设 a, b, c不全为零，L是球面 S : x2 + y2 + z2 = R2 (R > 0)与平面 Σ : ax+ by+ cz = 0的

交线，其方向约定为：质点在 L上运动的正方向与平面 Σ的法向 (a, b, c)成右手系. 计算第
二型曲线积分

˛
L
(bz + c) dx+ (cx+ a) dy + (ay + b) dz . (2.8.18)

解 记平面 Σ被球面 S 所截的部分为 D，则由 Stokes定理，

原式 =

¨
D
(a, b, c) · dS =

¨
D
(a, b, c) · (a, b, c)√

a2 + b2 + c2
dS

=
√
a2 + b2 + c2

¨
D
dS = πR2

√
a2 + b2 + c2, (2.8.19)

其中已利用平面 Σ过球面 S 球心的结果，此时 D恰为半径 R的大圆.

6. (1) 求周期为 2π的函数 f(x) =

−1, −π < x < 0,

1, 0 ⩽ x ⩽ π
的 Fourier级数.

(2) 求级数
∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
.

(3) 由 (1)的结论求级数
∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2
(0 ⩽ x ⩽ π).

解 (1) 由于 f(x)分段可微且为奇函数，由 Dirichlet定理，其 Fourier系数为 an = 0且

bn =
2

π

ˆ π

0
sinnx dx =

2

nπ
[1− (−1)n], (2.8.20)

因此其 Fourier级数为

4

π

∞∑
n=1

sin(2n− 1)x

2n− 1
=

0, x = 0 or π,

f(x), elsewhere.
(2.8.21)

(2) 显然 f(x)平方可积，由 Parseval等式，

16

π2

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
=

2

π

ˆ π

0
dx = 2 =⇒

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
=
π2

8
. (2.8.22)
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(3) 构造函数 g(x) = |x|，显然该函数分段可微且为偶函数，由 Dirichlet定理，其 Fourier
系数为 bn = 0且

a0 =
2

π

ˆ π

0
x dx = π, (2.8.23)

an =
2

π

ˆ π

0
x cosnx dx =

2

nπ

Å
x sinnx

∣∣∣∣π
0

−
ˆ π

0
sinnx dx

ã
− 2

n2π
[1− (−1)n],

(2.8.24)

因此其 Fourier级数为

g(x) =
π

2
− 4

π

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2
. (2.8.25)

当 0 ⩽ x ⩽ π时，

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2
=
π

4

(π
2
− g(x)

)
=
π

4

(π
2
− x
)

(0 ⩽ x ⩽ π). (2.8.26)

7. 证明：由含参变量的广义积分 F (t) =

ˆ +∞

0

sinx

x2
ln(1 + tx) dx定义的函数 F (t)是 [0,+∞)

上的可导函数.

解 对 ∀t ⩾ 0，总 ∃T > t，当 t ∈ [0, T ] 时，

ˆ +∞

0

sinx

x
=

π

2
关于 t 一致收敛，并且

ln(1 + tx) ⩽ ln(1 + Tx)，而

lim
x→0+

ln(1 + Tx)

x
= T, lim

x→+∞

ln(1 + Tx)

x
= 0, (2.8.27)

因此关于 x连续的函数 ln(1 + Tx)/x在 [0,+∞)上有界，从而 ln(1 + tx)/x在 x ∈ [0,+∞)

上单调递减且关于 t一致有界. 由 Abel判别法，该广义积分一致收敛于 F (t). 记 f(x, t) =

sinx ln(1 + tx)/x2，那么

ˆ +∞

0
ft(x, t) dx =

ˆ +∞

0

sinx

x(1 + tx)
dx = t

ˆ +∞

0
sinx

Å
1

x
− 1

1 + tx

ã
dx

= t

Å
π

2
−
ˆ +∞

0

sinx

1 + tx
dx

ã
. (2.8.28)

对于后者，对 ∀M > 0，

∣∣∣∣ˆ M

0
sinx dx

∣∣∣∣ = |1− cosM | ⩽ 2，并且 1/(1 + tx)当 t > 0时关

于 x单调递减且趋于零，由 Dirichlet判别法，该广义积分收敛. 因此
ˆ +∞

0
ft(x, t) dx收敛，

从而 F (t)在 [0, T ]内可微. 由 t的任意性，F (t)在 [0,+∞)上可微.

8. 设 D是由光滑闭曲线 L所围成的区域，函数 f(x, y)在 D̄上有二阶连续偏导数，且满足

ey
∂2f

∂x2
+ ex

∂2f

∂y2
= 0, (2.8.29)

并且 f 在 L上恒为零.
(1) 求证：存在有连续偏导数的函数 P (x, y), Q(x, y)，使得

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= ey
Å
∂f

∂x

ã2
+ ex
Å
∂f

∂y

ã2
, (x, y) ∈ D. (2.8.30)
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(2) 证明：f 在 D上恒为零.

解 (1) 可由 Green第二公式的消项进行联想，构造

P (x, y) = −exf(x, y)fy(x, y), Q(x, y) = eyf(x, y)fx(x, y), (2.8.31)

可验证得

Qx − Py = ey(f2x + ffxx) + ex(f2y + fyy) = eyf2x + exf2y . (2.8.32)

(2) 由 Green公式，
˛
∂D

P dx+Q dy =

˛
∂D

(−exfy dx+ eyfx dy) · f
∣∣∣∣
∂D

= 0 (2.8.33)

=

¨
D
(Qx − Py) dx dy =

¨
D
(eyf2x + exf2y ) dx dy . (2.8.34)

由于 ex, ey > 0，且 f2x , f
2
y ⩾ 0，该积分为零要求

fx(x, y) = fy(x, y) = 0, ∀(x, y) ∈ D, (2.8.35)

积分中值定理给出

f(x, y) = f(x, y)

∣∣∣∣
∂D

= 0, ∀(x, y) ∈ D. (2.8.36)
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2.9 2015-2016期末

1. 设 u = u(x, y), v = v(x, y)是由下面的方程u2 + v2 + x2 + y2 = 1,

u+ v + x+ y = 0
(2.9.1)

所确定的函数. 求 ∂(u, v)/∂(x, y) .

解 对方程两端同时取微分，整理得u du+ v dv = −x dx− y dy ,

du+ dv = −dx− dy
⇐=

(
u v

1 1

)(
du

dv

)
= −

(
x y

1 1

)(
dx

dy

)
, (2.9.2)

因此 Jacobi行列式

∂(u, v)

∂(x, y)
= − det

(
x y

1 1

)/
det

(
u v

1 1

)
= −x− y

u− v
. (2.9.3)

2. 计算积分：
ˆ √

π

0
dy

ˆ √
π

y
x2 sin(xy) dx . (2.9.4)

解 积分区域可写为

D = {(x, y)|0 ⩽ y ⩽
√
π, y ⩽ x ⩽

√
π}

= {(x, y)|0 ⩽ x ⩽
√
π, 0 ⩽ y ⩽ x}, (2.9.5)

因此积分可化为

¨
D
x2 sin(xy) dx =

ˆ √
π

0
x2 dx

ˆ x

0
sin(xy) dy

=

ˆ √
π

0
x(1− cosx2) dx

=
1

2
(x2 − sinx2)

∣∣∣∣
√
π

0

=
π

2
. (2.9.6)

3. 设 D是由直线 x = 0, y = x, y = π/2所围成的区域. 计算二重积分
¨

D

sin y

y
dx dy.

解 显然 sin y/y的原函数无初等表示，先对 x积分：

原式 =

ˆ π/2

0

sin y

y
dy

ˆ y

0
dx =

ˆ π/2

0
sin y dy = 1. (2.9.7)

4. 求第二型曲线积分
¨

S
x3 dy dz + y3 dz dx+ z3 dx dy , (2.9.8)

其中曲面 S 是上半球面 z =
√

1− x2 − y2，法向向上.
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解 记有向曲面D = {(x, y, z)|x2+y2 ⩽ 1, z = 0}，其正向沿+z方向，则封闭曲面 S+D−

围成的区域记为 Ω. 由 Gauss定理，

原式 =

¨
S+D−+D

x3 dy dz + y3 dz dx+ z3 dx dy

= 3

¨
Ω
(x2 + y2 + z2) dx dy dz +

¨
x2+y2⩽1

0 dx dy

= 3 · 2π
ˆ 1

0
r2 · r2 dr = 6π

5
. (2.9.9)

5. 求常数 a使得向量场 F = (x2 + 5ay + 3yz, 5x+ 3azx− 2, (a+ 2)xy − 4z)是有势场，并求

出此时的势函数.

解 由题意，(∇× F )x = 2(1− a)x = 0，从而 a = 1，此时势函数为

φ(x, y, z) =
x3

3
+ 5xy + 3xyz − 2y − 2z2 + C. (2.9.10)

6. 设 x1, x2, · · · , xn是正数，且
n∑

i=1

xi = n. 用 Lagrange乘数法证明：

n∏
i=1

xi

n∑
i=1

1

xi
⩽ n, (2.9.11)

等号成立当且仅当 x1 = x2 = · · · = xn = 1时成立.

解 构造 Lagrange函数

L(x1, · · · , xn;λ) =
n∑

i=1

lnxi + ln

n∑
i=1

1

xi
+ λ

(
n∑

i=1

xi − n

)
, (2.9.12)

其取极值时 
∂iL =

1

xi
− 1

/(
x2i

n∑
i=1

1

xi

)
+ λ = 0,

∂λL =
n∑

i=1

xi − n = 0.

(2.9.13)

将第一个方程两端同时乘 x2i，可得

xi −

(
n∑

i=1

1

xi

)2

+ λx2i = 0 = xj −

(
n∑

i=1

1

xi

)2

+ λx2j , i ̸= j, (2.9.14)

从中解得 xi = xj 或 xi + xj = −1/λ. 对于后者，可引入指标 k 满足 k ̸= i ̸= j，使得

xi + xk = −1/λ，两式相减得到 xj = xk (j ̸= k)，同样回到前者. 因此最终解得 x1 = x2 =

· · · = xn = 1时取极值. 注意到当 xj , xk → 0+时，原函数中部分项满足

lim
(xj ,xk)→(0,0)

xjxk

n∑
i=1

1

xi
= lim

(xj ,xk)→(0,0)

Ñ
xk + xj + xkxk

∑
i ̸=j,k

1

xi

é
= 0, (2.9.15)
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因此只要存在至少一个 xi → 0+，原函数的函数值就趋近于零. 注意到原函数在 xi = 0和
n∑

i=1

xi = n围成的 n维单形面上连续，且在边界 xi = 0上取最小值，因此必然在
n∑

i=1

xi = n

内部存在最大值、不存在最小值. 从而该最大值必然为极值，而得到的驻点唯一，因此
n∑

i=1

lnxi + ln
∑
i

= 1n
1

xi
⩽ 0 + lnn =⇒

n∏
i=1

xi

n∑
i=1

1

xi
⩽ n, (2.9.16)

等号成立当且仅当 x1 = · · · = xn = 1.

7. 求证：f(x) =
ˆ +∞

0

e−xt2

1 + t2
dt在 0 < x < +∞可导且满足微分方程

f(x)− f ′(x) =

√
π

2
· 1√

x
. (2.9.17)

解 显然被积函数 g(t, x) = e−xt2/(1+ t2)有控制函数 1/(1+ t2)，而

ˆ +∞

0

dt

1 + t2
=
π

2
，由

Weierstrass判别法，该广义积分在 (0,+∞)上一致收敛. 对于广义积分
ˆ +∞

0
gx(t, x) dt = −

ˆ +∞

0

t2e−xt2

1 + t2
dt , (2.9.18)

仍有

ˆ +∞

0

dt

1 + t2
=
π

2
关于 x一致收敛，并且对 ∀x ∈ (0,+∞)，满足

∂

∂(xt2)

Ä
t2e−xt2

ä
=

1

x
(1− xt2)e−xt2 , (2.9.19)

即当 t ⩾ 1/
√
x时，该部分关于 t单调递减，且自身有界 [0, (ex)−1]. 由 Abel判别法，该积

分收敛，因此 f(x)可导，且

f(x)− f ′(x) =

ˆ +∞

0

[1− (−t2)]e−xt2

1 + t2
dt =

ˆ +∞

0
e−xt2 dt

u=xt2
=====

ˆ +∞

0
e−u · du

2
√
xu

=
Γ(1/2)

2
√
x

=
1

2

…
π

x
. (2.9.20)
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2.10 2013-2014期末

1. 计算下列各题：
(1) 计算 R3上的向量场 v = (x2 + 2y, z3 − 2x, y2 + z)的旋度和散度.

解 ∇× v = (2y − 3z, 0,−4), ∇ · v = 2x+ 1.

(2) 计算二重积分 ¨
D
arctan

y

x
dx dy , (2.10.1)

其中D为 x2 + y2 = 4 (x, y > 0), x2 + y2 = 1 (x, y > 0)与直线 y = x和 x = 0所围成

的闭区域.

解 作极坐标变换，可得

原式 =

ˆ π/4

0
θ dθ

ˆ 2

1
ρ dρ =

3π2

64
. (2.10.2)

2. 已知螺旋面 S 的方程


x = u cos v,

y = u sin v,

z = v

(0 ⩽ u ⩽ 5, 0 ⩽ v ⩽ 2π)，试求：

(1) 过 S 上一点M(1/2,
√
3/2, π/3)的切平面方程.

(2) 计算曲线积分
ˆ
L

z2

x2 + y2
ds，其中 L是 S 上参数 u = 5对应的曲线.

解 (1) 点M 处切平面法向量为

n = ru × rv

∣∣∣∣
M

= (cos v, sin v, 0)× (−u sin v, u cos v, 1)
∣∣∣∣
M

= (sin v,− cos v, u)

∣∣∣∣
u=1,v=π/3

=

Ç√
3

2
,−1

2
, 1

å
, (2.10.3)

因此该点的切平面为

π :
√
3x− y + 2z − 2π

3
= 0. (2.10.4)

(2) 由题意，L上线元 ds =
√
26 dv，因此

原式 =

ˆ 2π

0

v2

25
·
√
26 dv =

8
√
26

75
π3. (2.10.5)

3. 试将函数 f(x) =

1, |x| ⩽ π/2,

0, π/2 < |x| ⩽ π
展开成 Fourier级数，并求

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
.

解 f(x)在 [−π, π]上分段可微且为偶函数，由 Dirichlet定理，其 Fourier系数为 bn = 0且

a0 =
2

π

ˆ π/2

0
dx = 1, (2.10.6)

an =
2

π

ˆ π/2

0
cosnx dx =

2

nπ
sin

nπ

2
, (2.10.7)
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因此

1

2
+

2

π

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
cos(2n− 1)x =

1/2, |x| = π/2,

f(x), elsewhere,
(2.10.8)

进而可得

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
=
π

2

ï
f(0)− 1

2

ò
=
π

4
. (2.10.9)

4. (1) 计算积分
ˆ +∞

0

e−ax2 − e−bx2

x2
dx，其中常数 b > a > 0.

解 记该广义积分为 I(b)，被积函数 f(x, b) =
Ä
e−ax2 − e−bx2

ä
/x2，首先有 lim

x→0+
f(x, b) =

b− a，因此 x = 0处并非 I(b)的奇点. 在 [1,+∞)上，

ˆ +∞

1

dx

x2
= 1关于 b一致收敛，

且 e−ax2 − e−bx2 ∈ (0, e−ax2
)关于 x单调递减. 由 Abel判别法，该积分关于 b一致收

敛. 另一方面，
ˆ +∞

0
fb(x, b) dx =

ˆ +∞

0
be−bx2

dx
u=bx2

===== b

ˆ +∞

0
e−u · du

2
√
bu

=

√
πb

2
(2.10.10)

关于 b收敛，因此 I(b)可微，且

I ′(b) =

√
πb

2
=⇒ I(b) = I(a) +

ˆ b

a
I ′(u) du =

√
π

3

Ä
b3/2 − a3/2

ä
. (2.10.11)

(2) 利用 Euler积分计算：
ˆ 2

0
x2
√
4− x2 dx.

解 作变量代换 x2 = 4u，可得

原式 =

ˆ 1

0
4u · 2

√
1− u · du√

u
= 8B

Å
3

2
,
3

2

ã
= 8

(
√
π/2)2

2
= π. (2.10.12)

5. 给定 R3中 n个固定点Mi (i = 1, 2, · · · , n)，考察向量函数

F (x, y, z) =
n∑

i=1

∇
Å
− γi
4πri

ã
, (2.10.13)

其中 γi > 0为正的常数，ri 为点M(x, y, z)到固定的Mi 的距离. 已知光滑封闭曲面 S 所

围成的区域的内部包含了这 n个固定点，试求 F 穿过曲面 S 的流量.

解 对于任意不包含Mi的闭区域 ω，由 Gauss定理，
"

∂ω
∇
Å
1

ri

ã
· dS = −

"
∂ω

r̂i
r2i

· dS = −
˚

ω
∇ · ri

r3i
dV = 0. (2.10.14)

因此，可在 S 所围成的闭区域内分割出 n个分别以Mi 为球心、εi 为半径的球 B(Mi, εi)，
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各球之间无交叠，剩余区域记为 Ω. 那么由 Gauss定理，
"

S
F · dS =

¨
∂Ω

F · dS +
n∑

i=1

"
B(Mi,εi)

F · dS

= 0 +

n∑
i=1

ñ
0 +

"
B(Mi,εi)

∇
Å
− γi
4πri

ã
· dS
ô

=
n∑

i=1

γi
4π

"
B(Mi,εi)

r̂i
ε2i

· r̂i dS

=
n∑

i=1

γi
4πε2i

· 4πε2i =
n∑

i=1

γi. (2.10.15)

45



2.11 2012-2013期末

1. 设 u = u(x, y), v = v(x, y)是由下面的方程u2 + v2 + x2 + y2 = 1,

u+ v + x+ y = 0
(2.11.1)

所确定的函数. 求
∂(u, v)

∂(x, y)
.

解 对方程两端同时取微分，整理得u du+ v dv = −x dx− y dy ,

du+ dv = −dx− dy
=⇒

(
u v

1 1

)(
du

dv

)
= −

(
x y

1 1

)(
dx

dy

)
, (2.11.2)

因此 Jacobi行列式

∂(u, v)

∂(x, y)
= − det

(
x y

1 1

)/
det

(
u v

1 1

)
= −x− y

u− v
. (2.11.3)

2. 计算积分：
ˆ √

π

0
dy

ˆ √
π

y
x2 sin(xy) dx . (2.11.4)

解 积分区域可写为

D = {(x, y)|0 ⩽ y ⩽
√
π, y ⩽ x ⩽

√
π}

= {(x, y)|0 ⩽ x ⩽
√
π, 0 ⩽ y ⩽ x}, (2.11.5)

因此积分可化为

¨
D
x2 sin(xy) dx =

ˆ √
π

0
x2 dx

ˆ x

0
sin(xy) dy

=

ˆ √
π

0
x(1− cosx2) dx

=
1

2
(x2 − sinx2)

∣∣∣∣
√
π

0

=
π

2
. (2.11.6)

3. 计算抛物线 2x = y2与直线 y = 2x− 2所围成的区域的面积.

解 由题意，交点纵坐标分别为 −1和 2，因此该区域 D的面积

A(D) =

ˆ 2

−1
dy

ˆ 1+y/2

y2/2
dx =

1

2

ˆ 2

−1
(2 + y − y2) dy =

9

2
. (2.11.7)

4. 求常数 a使得向量场 F = (x2 + 5ay + 3yz, 5x+ 3azx− 2, (a+ 2)xy − 4z)是有势场，并求

出此时的势函数.
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解 由题意，(∇× F )x = 2(1− a)x = 0，从而 a = 1，此时势函数为

φ(x, y, z) =
x3

3
+ 5xy + 3xyz − 2y − 2z2 + C. (2.11.8)

5. 设 α不是整数，求 cosαx在 [−π, π]上的 Fourier级数展开，并证明

cosαπ

sinαπ
=

2

π

(
1

2α
+

∞∑
n=1

α

α2 − n2

)
. (2.11.9)

解 cosαx在 [−π, π]上可微且为偶函数，由 Dirichlet定理，其 Fourier系数为 bn = 0且

a0 =
2

π

ˆ π

0
cosαx dx =

2 sinαπ

απ
, (2.11.10)

an =
2

π

ˆ π

0
cosαx cosnx dx =

1

π

ˆ π

0
[cos(α− n)x+ cos(α+ n)x] dx

=
1

π

ï
(−1)n sinαπ

α− n
+

(−1)n sinαπ

α+ n

ò
=

2(−1)n

π

α sinαπ

α2 − n2
, (2.11.11)

因此其 Fourier展开为

cosαx =
sinαπ

απ

[
1 + 2α2

∞∑
n=1

(−1)n

α2 − n2
cosnx

]
, (2.11.12)

进而当 |x| = π时，

cosαπ

sinαπ
=

2

π

(
1

2α
+

∞∑
n=1

α

α2 − n2

)
. (2.11.13)

6. 求证：f(x) =
ˆ +∞

0

cos t

1 + (x+ t)2
dt在 0 ⩽ x < +∞上有二阶连续导数且满足微分方程

f ′′(x) + f(x) =
2x

(1 + x2)2
. (2.11.14)

解 显然被积函数 g(t, x) = cos t/[1 + (x+ t)2]有控制函数 1/(1+ t2)，而

ˆ +∞

0

dt

1 + t2
=
π

2
关于 x一致收敛，由Weierstrass判别法，该广义积分在 [0,+∞)上一致收敛. 考虑广义积分

ˆ +∞

0
gx(t, x) dt =

ˆ +∞

0

−2(x+ t) cos t

[1 + (x+ t)2]2
dt

=
cos t

1 + (x+ t)2

∣∣∣∣+∞

0

+

ˆ +∞

0

sin t

1 + (x+ t)2
dt

= − 1

1 + x2
+

ˆ +∞

0

sin t

1 + (x+ t)2
dt , (2.11.15)

注意到后一项与 g(t, x)有相同的控制函数，且第一项在 [0,+∞)内由定义，由Weierstrass
判别法，该广义积分一致收敛，即 f(x)可微，且

f ′(x) = − 1

1 + x2
+

ˆ +∞

0

sin t

1 + (x+ t)2
dt . (2.11.16)
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类似可证明 f(x)二阶可微，且

f ′′(x) =
2x

(1 + x2)2
−
ˆ +∞

0

2(x+ t) sin t

[1 + (x+ t)2]2
dt

=
2x

(1 + x2)2
+

sin t

1 + (x+ t)2

∣∣∣∣+∞

0

−
ˆ +∞

0

cos t

1 + (x+ t)2
dt

=
2x

(1 + x2)2
− f(x), (2.11.17)

即可证明

f ′′(x) + f(x) =
2x

(1 + x2)2
. (2.11.18)

7. 设D是 xy平面上有限条逐段光滑曲线围成的区域，f(x, y)在 D̄上有二阶连续偏导数，且

满足方程

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 2a

∂f

∂x
+ 2b

∂f

∂y
+ cf, (2.11.19)

其中 a, b, c为常数且 c ⩾ a2 + b2. 求证：若 f 在 ∂D上恒为零，则 f 在 D上恒为零.

解 见到
∂2f

∂x2
,
∂2f

∂y2
可联想

Å
∂f

∂x

ã2
,

Å
∂f

∂y

ã2
. 再观察题设条件，有希望通过配方解决，因此

构造

P (x, y) = −f(x, y)fy(x, y), Q(x, y) = f(x, y)fx(x, y), (2.11.20)

由 Green公式，
˛
∂D

P dx+Q dy =

˛
∂D

(−fy dx+ fx dy) · f
∣∣∣∣
∂D

= 0

=

¨
D
(Qx − Py) dx dy =

¨
D
[(f2x + f2y ) + f(fxx + fyy)] dx dy

=

¨
D
(f2x + f2y + 2affx + 2bffy + cf2) dx dy

=

¨
D
[(fx + af)2 + (fy + bf)2 + (c− a2 − b2)f2] dx dy . (2.11.21)

由于被积函数非负，而积分值为零，要求被积函数在D内均为零. 当 c > a2 + b2时，直接

可得 f ≡ 0，进而可导出 a = b = 0；当 c = a2 + b2 时，可知 fx = −a, fy = −b. 对于 ∂D

上任意不同的两点 P1(x1, y1)和 P2(x2, y2)，由积分中值定理，

0 = f(P2)− f(P1) = fx(ξ, η)(x2 − x1) + fy(ξ, η)(y2 − y1) = −a(x2 − x1)− b(y2 − y1).

(2.11.22)

由 P1, P2的任意性，可导出 a = b = 0，从而 fx = fy = 0. 再任取 D内任一点 P (x, y)，由

积分中值定理，

f(P ) = f(P1) + fx(ξ
′, η′)(x− x1) + fy(ξ

′, η′)(y − y2) = f(P1) = 0, ∀P ∈ D. (2.11.23)
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