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1 知识回顾

1.1 n重积分

这一节貌似往年期末考试都没考察过，不过为了知识体系的完整性还是简单介绍一些（而

且我也不敢说今年一定不考）. n重积分的计算基本上和高中数列题思路差不多，就是寻找递推
公式. 部分积分几次后根据规律计算结果的解法实际上属于不完全归纳法，不是很严格. 这里仅
通过一道作业题简单讲解一下.

例 1.1 (10.4.1(2))计算 n重积分ˆ
· · ·
ˆ
[0,1]n

(x1 + · · ·+ xn)
2 dx1 · · · dxn . (1.1)

解 记原积分为 In，则

In =

ˆ
· · ·
ˆ
[0,1]n−1

dx1 · · · dxn−1

ˆ 1

0

x2n + 2xn

n−1∑
i=1

xi +

(
n−1∑
i=1

xi

)2
 dxn

=

ˆ
· · ·
ˆ
[0,1]n−1

1
3
+

n−1∑
i=1

xi +

(
n−1∑
i=1

xi

)2
 dx1 · · · dxn−1

=
1

3
+

n−1∑
i=1

ˆ 1

0
xi dxi + In−1 = In−1 +

3n− 1

6
, (1.2)

容易计算 I1 = 1/3，因此

In = I1 +

n∑
k=2

3k − 1

6
=

1

3
+

(3n+ 4)(n− 1)

12
=

n(3n+ 1)

12
. (1.3)

1.2 曲线积分

对于任一空间曲线，其上任一点的位矢记为 r，常见表示有

dr = dx x̂+ dy ŷ + dz ẑ （直角坐标系） (1.4)

= dρ ρ̂+ ρ dφ φ̂+ dz ẑ （柱坐标系） (1.5)

= dr r̂ + r dθ θ̂ + r sin θ dφ φ̂ （球坐标系）. (1.6)

这些结果可由对应坐标系下的 Nabla算子给出，也可结合几何图像、分析 dr在三个坐标基矢的

投影更直观地看出，具体采用何种坐标取决于曲线表达式在哪种坐标系下表示最简洁（包括参

数方程形式）. 特别地，对于交面式这种稍微隐晦些的表示，可对交面作全微分，解出 dy, dz关

于 dx或 dφ, dz关于 dρ的函数等.

第一型曲线积分与第二型曲线积分的区别在于是标量场（函数）还是向量场（函数）在曲

线上的作用. 对于前者，典型例子如计算任意质量密度分布的曲线的质量，其被积函数为密度函
数，微元仅包含曲线上无限接近两点的位矢差的模长信息，即为 ds = |dr|.
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对于后者，典型例子如力产生一定位移后做功如何，其被积函数为力的形式，微元包含方

向信息（因此存在做负功的情况），即为 dr. 这样也容易理解为何在第二型曲线积分中的奇偶对
称性与先前的相反. 例如对于关于 x对称的力和做功路径而言，在对称位置力的方向不变，但做

功方向相反，因此这两部分功的贡献抵消.

1.3 曲面积分

对于任一空间曲面，其上任一点的位矢记为 r(u, v). 想象该曲面上 u, v 分别为常数的一系

列曲线将其划分为充分多的网格，因此任一近似为平行四边形的面元，其两条不平行的边的位

矢分别为 ru du和 rv dv，因此有向面元为 dS = ru × rv du dv，常见表示有

dS = dy dz x̂+ dz dx ŷ + dx dy ẑ （直角坐标系） (1.7)

= ρ dφ dz ρ̂+ dρ dz φ̂+ ρ dρ dφ ẑ （柱坐标系）, (1.8)

= r2 sin θ dθ dφ r̂ + r sin θ dφ dr θ̂ + r dr dθ φ̂ （球坐标系）. (1.9)

同样地，这些结果可由对应坐标系下的 Nabla算子给出，但更建议结合上一小节通过几何直观
分析得到的弧元 dr在三个坐标基矢上的投影直接计算此处的有向面元. 对于以方程形式给出的
曲面表达式，如 F (x, y, z) = 0，任取两个变量为参数即可.

第一型曲面积分和第二型曲面积分的差异与上一小节的讨论类似，在此不作赘述，总之两

者的微元分别分为 dS = |dS|和 dS，具体例子如面分布的物体质量和静电场的电通量. 需要提
醒的是，第一型曲面积分的奇偶对称性和“重积分”章节中的一致，而第二型的则相反，其思路

与上一小节的讨论类似.

1.4 第一型曲面积分的面元分析

在第一型曲面积分中，常见表述为“A曲面被B曲面所截的部分”，或者“A曲面与B曲面相

交所围成的曲面”. 为了防止混淆用何种曲面作为面元“基底”，这里给出一种清晰的判断方式.
对于前一表述，我们区分A,B曲面分别为被截曲面和截面. 被截曲面作为面元计算的基底，在减
少变量时使用的曲面即 A曲面；减少变量相当于对面元做投影操作，例如以 dS = f(x, y) dx dy

就是将面元投影到 xOy 平面上，因而截面的作用是限制投影后在投影面上的积分区域. 对于后
一表述，两曲面互为被截曲面和截面，分段积分时加以区分即可.

1.5 第二型曲线和曲面积分中的常用公式

考试中目前出现的第二型曲线积分均不需要补线，直接使用 Stokes公式即可；而第二型曲
面积分往往需要补面才能使用 Gauss公式，补面时需要注意：(1)指出曲面方程；(2)指出曲面取
向；(3)指出补面和原曲面共同围成取向相同（内侧或外侧法向）的闭曲面；(4)利用定义单独计
算补面上的积分值.
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值得一提的是，尽管教材上习惯用 P dx+Q dy+R dz和 P dy dz+Q dz dz+R dx dy的形

式，但更推荐大家采用有向线元和面元的形式：(P,Q,R) · dr和 (P,Q,R) · dS. 一方面是考虑到
形式的简洁性，另一方面写成这种形式便于应用场论公式. 考试中常用的公式如下.

1. Gauss公式：对于单连通闭区域 Ω有

¨
∂Ω

A · dS =

˚
Ω
∇ ·A. (1.10)

Stokes公式：对于曲面 S 有

˛
∂S

A · dr =

¨
S
(∇ ·A) · dS . (1.11)

Green公式（可视为二维的 Stokes公式）：对于单连通闭区域 D有

˛
∂D

P dx+Q dy =

¨
D
(Qx − Py) dx dy . (1.12)

2. 位矢的一阶微分：

∇r = r̂ =
r

r
, ∇ · r = 3, ∇× r = 0, ∇ · r̂

r2
= 4πδ(r). (1.13)

3. Leibniz公式：详见《场论基础》讲义，例如∇× (φA) = ∇φ×A+φ∇×A，注意∇(A ·B)

十分特殊；链式法则：详见《场论基础》讲义，例如 ∇f(r) = f ′(r)r̂.
4. 以下两个公式为 Gauss定理的直接推论，但熟悉其形式有助于在题目中辨认类似结构、从
而容易构建思路. Green第一公式：

"
∂Ω

u
∂v

∂n
dS =

˚
Ω
(∇u ·∇v + u∇2v) dV , (1.14)

Green第二公式：
"

∂Ω

Å
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

ã
dS =

˚
Ω
(u∇2v − v∇2u) dV , (1.15)

且以上公式均适用于二维情形.
5. 场的二阶微分（恒等式）：

∇×∇φ = 0, ∇ · (∇×A) = 0. (1.16)

即梯度场的旋度为零（如静电场），旋度场的散度为零（如磁场）.

1.6 三维调和场的性质

三维调和场即满足

∆f = ∇2f =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2
= 0 (1.17)

的标量场 f(x, y, z). 关于调和场若干重要的性质如下.
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1. 介值性：在闭区域Ω内部任意选取一点P0(x0, y0, z0)为球心，作一半径为R的球体B(P0, R)，

则调和场在 P0的函数值为其在球面上函数值的均值，即

f(P0) =
1

4πR2

¨
∂B(P0,R)

f(P ) dS . (1.18)

证明. 设空间内任一点 P 相对 P0的径矢为 r = rr̂，r̂也即球面某一外法向. 考虑一半径为
ε < R的球体 B(P0, ε)，记空间区域 Ω = B(P0, R) − B(P0, ε)，则在 Ω内，由 Green第二
公式，

¨
∂Ω

Å
f(P )∇1

r
− 1

r
∇f(P )

ã
· dS =

˚
Ω

Å
f(P )∇2 1

r
− 1

r
∇2f(P )

ã
dV = 0, (1.19)

其中分别利用了不含原点的区域内 ∇2(1/r) = 0以及调和场满足的条件. 另一方面，
¨

∂B(P0,ε)

Å
f(P )∇1

r
− 1

r
∇f(P )

ã
· dS

=− 1

ε2

¨
∂B(P0,ε)

f(P ) dS − 1

ε

¨
∂B(P0,ε)

∇f(P ) · dS

=− 1

ε2

¨
∂B(P0,ε)

f(P ) dS − 1

ε

˚
B(P0,ε)

∇2f(P ) dV

=− 1

ε2

¨
∂B(P0,ε)

f(P ) dS , (1.20)

这在 B(P0, R)内也成立，因此

1

R2

¨
∂B(P0,R)

f(P ) dS = lim
ε→0+

1

ε2

¨
∂B(P0,ε)

f(P ) dS = lim
ε→0+

4πf(M) = 4πf(P0), (1.21)

其中倒数第二个等号用到了积分中值定理.

2. 最值性：非常值调和场在闭区域 Ω内部无最值，最值仅能在边界 ∂Ω上取到.

证明. 容易由介值性导出，不作赘述.

3. Liouville定理：若 f 为 R3上的调和场且存在最值，则其为常数函数. 证明复变函数课程会
学习，或者参见课程教材严镇军《复变函数》.

以上结论同样适用于二维以及更高维的调和场，证明思路类似.
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2 作业选讲

1. (10.3.14)有一个匀质薄板，它是由半径为 a的一个半圆和一个长方形拼接而成，为了使重

心正好在圆心上，问长方形的宽 b应为多少？

解 直接积分即可，这里引入一个简单的结论——帕斯卡定理，其内容为质量在平面上均匀

分布的物体，其绕任一轴旋转得到的旋转体体积恰好为其面积与质心路径长度的乘积. 证
明是容易的，这里直接进行应用，将半圆绕直径旋转一周得到半径为 a的球. 由对称性，半
圆质心与直径垂直的半径上，其到直径的距离设为 s，则由帕斯卡定理，

2πs · πa
2

2
=

4π

3
a3 =⇒ s =

4a

3π
. (2.1)

2. (Ch10.3)设 a > 0, b > 0. 试求下面的积分：

(1) I1 =

ˆ 1

0
sin

Å
ln

1

x

ã
· x

b − xa

lnx
dx.

(2) I2 =

ˆ 1

0
cos

Å
ln

1

x

ã
· x

b − xa

lnx
dx.

解 学习复变函数后，可对此积分进行更简洁的处理. 由 Euler公式 eix = cosx+ i sinx，

I2 + iI1 =
ˆ 1

0
e−i lnx

ˆ b

a
xy dy =

ˆ b

a
dy

ˆ 1

0
xy−i dx

=

ˆ b

a

dy

y + 1− i
= ln

b+ 1− i
a+ 1− i

. (2.2)

将积分结果表示为指数式 reiθ，对其取对数函数的主值（暂且不用太关心什么是主值），其

实部和虚部分别对应 I2, I1，即

I2 =
1

2
ln

(b+ 1)2 + 1

(a+ 1)2 + 1
, I1 = arctan

1

b+ 1
− arctan

1

a+ 1
. (2.3)

3. (11.1.1)计算下列曲线的弧长.
(5) 4ax = (y + z)2与 4x2 + 3y2 = 3z2的交线，由原点到点M(x, y, z) (a > 0, z ⩾ 0).

解 参见第九周作业解答，关键点其一在判断 z + y ⩾ 0，其二在判断后用平方差公式直接

得到 z ± y，进而整体计算得到

(dy)2 + (dz)2 =
1

2

[
(dz + dy)2 + (dz − dy)2

]
. (2.4)

4. (11.2.1)求下列曲面在指定部分的面积.
(7) 螺旋面 x = r cosφ, y = r sinφ, z = hφ在 0 < r < a, 0 < φ < 2π那部分.

解 参见第九周作业解答，这里主要是介绍螺旋面.

5. (11.2.2)计算下列曲面积分.
(5)
¨

S
(x4 − y4 + y2z2 − x2z2 + 1) dS , S :圆锥 z =

√
x2 + y2 被柱面 x2 + y2 = 2x所截

下的部分.

解 参加第九周作业解答，这里是强调积分前先化简被积函数，以及给出区分被截曲面和

曲面的例子.
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6. (11.3.1)计算下列第二型曲线积分.
(5)
ˆ
L
ex+y+z dx + ex+y+z dy + ex+y+z dz，L 是 x = cosφ, y = sinφ, z = φ/π 从点

A(1, 0, 0)到 B(0, 1, 1/2).

解 注意不必一上来就代入参数方程，容易看出被积函数为全微分 dex+y+z，因此

原式 = ex+y+z

∣∣∣∣(0,1,1/2)
(1,0,0)

= e3/2 − e. (2.5)

7. (11.3.7)设 D是平面上由简单闭曲线 L围成的区域.
(1) 如果 f(x, y)有连续的二阶导数，证明

˛
L

∂f

∂n
ds =

¨
D
∆f dx dy , (2.6)

这里 n是曲线 L的单位外法向量，∆ = ∂2
/
∂x2 + ∂2

/
∂y2 称为二维 Laplace算子. 因

此，当 f 满足 Laplace方程 ∆f = 0时，有

˛
L

∂f

∂n
ds = 0.

(2) 如果 a是单位常值向量，证明：

˛
L
cos(a,n) ds = 0. (2.7)

(3) 如果 u(x, y), v(x, y)有连续的二阶导数，证明下列第二 Green公式：
˛
L

Å
v
∂u

∂n
− u

∂v

∂n

ã
ds =

¨
D
(v∆u− u∆v) dx dy . (2.8)

证明. (1) 设二维曲线单位法向 n = (cos θ, sin θ)，那么其逆时针方向的切向位矢微元为

(dx, dy) = (− sin θ, cos θ) ds =⇒ n ds = (dy,−dx), (2.9)

因此由 Green公式，

LHS =

˛
K
∇f · n ds =

˛
L
−fy dx+ fx dy

=

¨
D
(fxx + fyy) dx dy =

¨
D
∆f dx dy = RHS. (2.10)

(2) 记 â = a/|a| = (ax, ay)，则由第 (1)问的结论，

LHS =

˛
L

a

|a|
· n

|n|
ds =

˛
L
−ay dx+ ax dy = 0 = RHS. (2.11)

(3) 由第 (1)问的结论，

LHS =

˛
L
−(vuy − uvy) dx+ (vux − uvx) dy =

¨
D
(v∆u− u∆v) dx dy = RHS.

(2.12)
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3 教材习题

1. (Ch10.7)证明：
¨

[0,1]2
(xy)xy dx dy =

ˆ 1

0
tt dt.

证明. 作变量代换

t = xy,

s = y,
即要求证明

¨
[0,1]2

(xy)xy dx dy =

ˆ 1

0
tt dt

ˆ 1

t

ds

s
= −

ˆ 1

0
tt ln t dt =

ˆ 1

0
tt dt , (3.1)

这等价于

ˆ 1

0
tt(1 + ln t) dt = 0. (3.2)

事实上，dtt = d [exp(t ln t)] = tt(1 + ln t) dt，因此

ˆ 1

0
tt(1 + ln t) dt = tt

∣∣∣∣1
0

= 1− lim
t→0+

exp(t ln t) = 1− 1 = 0. (3.3)

2. (Ch10.9)设 f 是连续可导的单变量函数. 令 F (t) =

¨
[0,t]2

f(xy) dx dy. 求证：

(1) F ′(t) =
2

t

Ç
F (t) +

¨
[0,t]2

xyf ′(xy) dx dy

å
.

(2) F ′(t) =
2

t

ˆ t2

0
f(s) ds.

证明. (1) 作变量代换

x = tu,

y = tv,
可得 F (t) = t2

¨
[0,1]2

f(t2uv) du dv，从而其一阶导为

F ′(t) = 2t

¨
[0,1]2

f(t2uv) du dv + t2
¨

[0,1]2
2tuvf ′(t2uv) du dv

=
2

t

Ç
F (t) + t2

¨
[0,1]2

(tu)(tv)f ′(t2uv) du dv

å
=

2

t

Ç
F (t) +

¨
[0,1]2

xyf ′(xy) dx dy

å
. (3.4)

(2) 作变量代换

s = xy,

r = y,
可得

F (t) =

ˆ t2

0
f(s) ds

ˆ t

s/t

dr

r
= 2 ln t

ˆ t2

0
f(s) ds−

ˆ t2

0
f(s) ln s ds , (3.5)

F ′(t) =
2

t

ˆ t2

0
f(s) ds− 4t ln tf(t2)− 2t · f(t2) ln t2 = 2

t

ˆ t2

0
f(s) ds . (3.6)
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3. (11.2.6)一个半径为 R的均匀球壳（密度为 ρ）绕其直径旋转，求它的转动惯量.

解 首先给出垂直轴定理（对称性）：

Ixx + Iyy + Izz =

¨
S
[(y2 + z2) + (z2 + x2) + (x2 + y2)]ρ dS

= 2ρR2

¨
S
dS = 8πρR4. (3.7)

注意到球面的各向同性，Ixx = Iyy = Izz，因此 Izz = 8πρR4/3.

4. (11.3.3)设一质点处于弹性力场中，弹力方向指向原点，大小与质点离原点的距离成正比，
比例系数为 k，若质点沿椭圆 x2/a2 + y2/b2 = 1从点 (a, 0)移动到点 (b, 0)，求弹性力所做

的功.

解 这一题主要是为了强调向量表示的重要性. 我们在力学中已了解到不含时有心力场1必

然对应一个势场，因此被积函数必然为一全微分，由此构建思路. 弹性力做功：

W =

ˆ
L
f · dr = −

ˆ
L
kr · dr = −k

2

ˆ
L
dr · r = −k

2
(b2 − a2). (3.8)

5. (11.5.2)求引力场 F = −kmr/r3通过下列闭曲面外侧的通量：

(1) 空间中任一包围质量m（在原点）的闭曲面.
(2) 空间中任一不包围质量m的闭曲面.
(3) 质量m在光滑的闭曲面上.

解 前两问直接用 Gauss定理，分别计算得 −4πkm和 0. 对于第三问，注意到

F · dS = −km
r̂ · dS
r2

= −km dΩ , (3.9)

其中 r̂ = r/|r|，Ω为立体角. 由于质点m在闭曲面上，其对闭曲面所张立体角即该处切平

面一侧半空间对应立体角，为全空间立体角 Ω的一半，因此

ˆ
Σ
F · dS = −2πkm.

注 不依赖于坐标系的三维立体角元定义为

dΩ3 =
r̂ · dS
r2

. (3.10)

立体角元在几何上为面元对对定点的张角，作为类比，平面角元作为二维立体角，也是弧

元对定点的张角. 对于任意面元，将其在球坐标基矢下表示，仅提取其 r̂方向分量，可得

dΩ =
r2 sin θ dθ dφ

r2
= sin θ dθ dφ , (3.11)

因此全空间立体角

Ωtotal =

ˆ 2π

0
dφ

ˆ π

0
sin θ dθ = 4π (3.12)

恰好为三维空间中单位球的面积.

6. (11.7.12)求解微分方程.
1反例如氢原子模型的经典图像
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(2) 2xy dx+ (y2 − x2) dy = 0.

解 避免思维惯性，不必硬结合 Green公式乘因子 µ(x, y)凑势函数，这样会转化为求解一

阶线性偏微分方程的问题. 这里直接用一阶线性齐次微分方程的方法即可，即令 y = u(x)x，

可得

x
du

dx
+ u =

dy

dx
=

2xy

x2 − y2
=

2u

1− u2
=⇒ dx

x
=

1− u2

1 + u2
du

u
=

1

2

Å
1

u2
− 2

1 + u2

ã
du2 ,

(3.13)

从中解得

1

C2
=

u2

(1 + u2)2x2
=

y2

(x2 + y2)2
=⇒ x2 + (y ±R)2 = R2, (3.14)

可见这是一个圆的方程.

7. (Ch11.4)（Poisson公式）设 S : x2 + y2 + z2 = 1，f(t)是 R上的连续函数，求证：
¨

S
f(ax+ by + cz) dS = 2π

ˆ 1

−1
f
Ä√

a2 + b2 + c2t
ä
dt . (3.15)

证明. 考虑正交变换 (x, y, z)T = A(u, v, w)T，其中 u = (ax+ by + cz)/
√
a2 + b2 + c2，则∣∣∣∣ ∂(x, y, z)∂(u, v, w)

∣∣∣∣ = |det(A)| = 1,

x2 + y2 + z2 =
Ä
x y z

äÜx

y

z

ê
=
Ä
u v w

ä
AAT

Ü
u

v

w

ê
= u2 + v2 + w2, (3.16)

因此
¨

S
f(ax+ by + cz) =

¨
u2+v2+w2=1

f(
√
a2 + b2 + c2u) dS

=

ˆ 2π

0
dφ

ˆ π

0
f(
√

a2 + b2 + c2 cos θ) sin θ dθ

= 2π

ˆ 1

−1
f(
√
a2 + b2 + c2t) dt . (3.17)

8. (Ch11.5)设 S(t)是平面 x+ y + z = t被球面 x2 + y2 + z2 = 1截下的部分，且

F (x, y, z) = 1− (x2 + y2 + z2). (3.18)

求证：当 |t| ⩽
√
3时，有

¨
S(t)

F (x, y, z) dS =
π

18
(3− t2)2. (3.19)

证明. 易知 S(t)为小圆，记球心到小圆圆心的位矢为 h(t)，则由点到平面的距离公式可得

h(t) = |h(t)| = |t|√
3
. (3.20)
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在小圆上取平面极坐标系，其位矢为 ρρ̂，则球心到小圆上一点的位矢为

(x, y, z) = r = h(t) + ρρ̂ =⇒ x2 + y2 + z2 = h2(t) + ρ2, (3.21)

因此

¨
S(t)

F (x, y, z) dS =

ˆ 2π

0
dφ

ˆ √
1−h2(t)

0

[
1− h2(t)− ρ2

]
ρ dρ

= 2π · [1− h2(t)]2

4
=

π

18
(3− t2)2. (3.22)

9. (Ch11.6)设 f(t)在 |t| ⩽
√
a2 + b2 + c2上连续，证明：

˚
x2+y2+z2⩽1

f

Ç
ax+ by + cz√
x2 + y2 + z2

å
dx dy dz =

2π

3

ˆ 1

−1
f
Ä√

a2 + b2 + c2t
ä
dt . (3.23)

证明. 采用球坐标：

LHS =

ˆ 1

0
r2 dr

ˆ π

0
sin θ dθ

ˆ 2π

0
f(a sin θ cosφ+ b sin θ sinφ+ c cos θ) dθ

=
1

3

¨
x2+y2+z2=1

f(ax+ by + cz) dS . (3.24)

考虑正交变换 (x, y, z)T = A(u, v, w)T，其中 u = (ax+by+cz)/
√
a2 + b2 + c2，仿照 Ch11.4

的分析可进一步化简：

LHS =
1

3

¨
u2+v2+w2=1

f(
√
a2 + b2 + c2u) du dv dw

=
1

3

ˆ 2π

0
dφ

ˆ π

0
f(
√
a2 + b2 + c2 cos θ) sin θ dθ

=
2π

3

ˆ 1

−1
f(
√
a2 + b2 + c2t) dt . (3.25)
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4 真题集萃

1. (23-24期末 T1(3))计算曲面积分 I =

¨
S
z dS，这里 S是螺旋面 r = (u cos v, u sin v, v)，其

中 0 ⩽ u ⩽ 1, 0 ⩽ v ⩽ 2π.

解 选择这道题是配合作业题 11.2.1 (7) 对螺旋面面积的计算——有了对螺旋面的直观图
像，这里计算会容易些. 计算面元：

dS = ru × rv du dv = (sin v,− cos v, u) du dv =⇒ dS =
√

1 + u2 du dv , (4.1)

因此

原式 =

ˆ 2π

0
v dv

ˆ 1

0

√
1 + u2 du = π2

î
ln
Ä
1 +

√
2
ä
+
√
2
ó
. (4.2)

2. (23-24期末 T5)计算

I =

˛
L

(x− y) dx+ (x+ 4y) dy

x2 + 4y2
, (4.3)

其中 L为单位圆 x2 + y2 = 1，取逆时针方向.

解 这类题相当套路化，特征是分母形式为 a2x2 + b2y2，L所包围的区域含该形式的奇点，

即原点 (0, 0). 这里取分母的正向等值线 C : x2 + 4y2 = r2 ⩽ 1，那么

˛
C

(x− y) dx+ (x+ 4y) dy

x2 + 4y2
=

1

r2

˛
C
(x− y) dx+ (x+ 4y) dy

Green公式
========

2

r2

¨
x2+4y2⩽r2

dx dy =
2

r2
· π · r · r

2
= π. (4.4)

在 L与 C 所包围的区域内使用 Green公式：
˛
L+C−

(x− y) dx+ (x+ 4y) dy

x2 + 4y2
=

¨
D

ï
4y2 − 8xy − x2

(x2 + 4y2)2
− 4y2 − 8xy − x2

(x2 + 4y2)2

ò
dx dy = 0.

(4.5)

因此

I =

˛
L+C−+C

(x− y) dx+ (x+ 4y)

x2 + 4y2
= 0 + π = π. (4.6)

3. (22-23期末 T8)设函数 f(x, y, z)在 R3 上有二阶连续偏导数，并且对任一点 P0(x0, y0, z0)

及任意正数 r > 0有

1

4πr2

¨
S
f(x, y, z) dS = f(P0), (4.7)

其中 S 是以 P0为球心、r为半径的球面. 求证：f 满足 Laplace方程

∆f =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂y2
= 0. (4.8)
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证明. 记 S(ε)为以 P0为球心、ε ⩽ r为半径、方向沿法向向外的有向闭曲面，并记 Ω(ε)为

S与 S−(ε)包围的空间，其中 ε极小. 又记 P (x, y, z)为空间内任一场点，且
−→
P0P = r = rr̂，

其中单位径矢 r̂恰好为 r与球面 S 和 S(ε)交点处的单位法向量. 利用 Green第二恒等式，
¨

S+S−(ε)

Å
f∇1

r
− 1

r
∇f

ã
· dS =

˚
Ω(ε)

Å
f∇2 1

r
− 1

r
∇2f

ã
dV . (4.9)

注意到 1/r2在 Ω内无奇点，因此 ∇2(1/r) = 0，即等式右侧第一项为 0. 另一方面，
¨

S(ε)

Å
f∇1

r
− 1

r
∇f

ã
· dS = −

¨
S(ε)

f(P )
dS

r2
− 1

ε

¨
S(ε)

∇f(P ) · dS

=
1

ε2

¨
S(ε)

f(P ) dS − 1

ε

˚
x2+y2+z2⩽ε2

∇2f(P ) dV . (4.10)

这一结果对于曲面 S 也成立，将以上结果代入(4.9)式可得

1

r2

¨
S
f(P ) dS − 1

r

˚
x2+y2+z2⩽r2

∇2f(P ) dV

= lim
ε→0+

Ç
1

ε2

¨
S(ε)

f(P ) dS − 1

ε

˚
x2+y2+z2⩽ε2

∇2f(P ) dV −
˚

Ω(ε)

1

r
∇2f(P ) dV

å
= lim

ε→0+
4πf(M1)− lim

ε→0+

4π

3
ε2∇2f(M2)− lim

ε→0+

˚
Ω(ε)

1

r
∇2f(P ) dV

=4πf(P0)− lim
ε→0+

˚
Ω(ε)

1

r
∇2f(P ) dV , (4.11)

其中倒数第二行用到了积分中值定理，最后一行用到了 f(P )具有二阶连续偏导数的条件.
利用 f(P )具有二阶连续偏导数的条件，可知

lim
ε→0+

˚
x2+y2+z2⩽ε2

∇2f(P ) dV = lim
ε→0+

4π

3
ε3∇2f(M3) = 0, (4.12)

将介值性的条件代入，(4.11)式可化为

0 = lim
ε→0+

˚
Ω(ε)

Å
1

r
+

1

r′

ã
∇2f(P ) dV

= lim
ε→0+

4π

3
(r3 − ε3)

Å
1

r
+

1

|P0M4|

ã
∇2f(M4)

=
4π

3
r3
Å
1

r
+

1

|P0M ′
4|

ã
∇2f(M ′

4). (4.13)

再次利用 f(P )具有二阶连续偏导数的条件，对于 ∀P0 ∈ R3与 ∀r > 0，均有

∇2f(M ′
4) = 0 =⇒ ∇2f(P0) = lim

r→0+
∇2f(M ′

4) = 0 =⇒ ∇2f(P ) = 0, (4.14)

其中最后一步用到了 P0在 R3上的任意性.

4. (20-21期末 T3(2))设 u(x, y)在圆盘 D : x2 + y2 ⩽ π上有二阶连续偏导数，且

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= sin

(
x2 + y2

)
, (4.15)

n为边界圆周 ∂D的单位外法向，计算曲线积分

˛
∂D

∂u

∂n
ds.
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解 参考作业题 11.3.7的思路，设曲线上某一线元的单位法向为 n̂ = (cos β, sinβ)，则其对

应的正向线元

dr = τ̂ ds = (− sinβ, cosβ) ds = (dx, dy), (4.16)

从而

n̂ ds = (cos β, sinβ) ds = (dy,−dx), (4.17)

因此原式可化为˛
∂D

∂u

∂n
ds =

˛
∂D

∇u · n̂ ds =

˛
∂D

ux dy − uy dx

Green公式
========

¨
D
(uxx + uyy) dx dy =

¨
D
sin
(
x2 + y2

)
dx dy

极坐标
===== 2π

ˆ √
π

0
sin ρ2 · ρ dρ = 2π. (4.18)

5. (20-21期末 T6)计算曲线积分

I =

˛
L
(y2 + z2) dx+ (z2 + x2) dy + (x2 + y2) dz , (4.19)

其中 L是球面 x2 + y2 + z2 = 4x与柱面 x2 + y2 = 2x的交线 (z ⩾ 0)，从 z轴的正向看去

L沿顺时针方向.

解 采用 Stokes公式可得

I = 2

¨
S
(y − z, z − x, x− y) · dS, (4.20)

其中有向曲面 S 取为球面 x2 + y2 + z2 = 4x上被 L包围的区域，因此

dS =
(x− 2, y, z)

2
dS =

(x− 2, y, z(x, y))

2
·
»

1 + z2x + z2y dx dy

=
(x− 2, y, z(x, y)) dx dy

2
√
4− (x− 2)2 − y2

. (4.21)

注意到 S 关于 x, y对称，因此

I =

¨
(x−1)2+y2⩽1

2(z(x, y)− y) dx dy√
4− (x− 2)2 − y2

= 2

¨
(x−1)2+y2⩽1

dx dy = 2π. (4.22)

6. (20-21期末)设 P (x, y), Q(x, y)具有二阶连续偏导数，且对任一点 (x0, y0)为圆心，任意

r > 0为半径的半圆 L : x = x0 + r cos θ, y = y0 + r sin θ，恒有ˆ
L
P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0, (4.23)

证明：P (x, y) = 0, ∂Q(x, y)/∂x = 0.

证明. 考虑从 (x0 − r, y0)到 (x0 + r, y0)的直线段 L0，记 L与 L0围成的区域为D，取 L为

正向曲线，则由 Green公式，¨
D
(Qx − Py) dx dy =

˛
L0+L

P dx+Q dy =

ˆ
L0

P dx+Q dy + 0 =

ˆ x0+r

x0−r
P (x, y0) dx .

(4.24)
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利用积分中值定理，∃(ξ, η) ∈ D且 ∃ζ ∈ (x0 − r, x0 + r)，使得

(Qx − Py)

∣∣∣∣
(ξ,η)

· πr
2

2
= P (ζ, y0) · 2r =⇒ P (ζ, y0) =

π

4
r (Qx − Py)

∣∣∣∣
(ξ,η)

. (4.25)

注意到 P,Q 具有二阶连续偏导数，上式两端分别令 r → 0+，可得 P (x0, y0) = 0. 再由
(x0, y0)的任意性，可得对 ∀(x, y) ∈ R2，均有 P (x, y) = 0. 将其代入上式，类似可得

Qx(ξ, η) = 0 =⇒ Qx(x0, y0) = lim
r→0+

Q(ξ, η) = 0 =⇒ Qx(x, y) = 0. (4.26)

7. (19-20期末 T9)设 f(x, y), g(x, y)在单位圆盘 U = {(x, y)|x2 + y2 ⩽ 1}上有一阶连续偏导
数，且 ∂f/∂y = ∂g/∂x，证明：在单位圆周上存在一点 (ξ, η)，使得 f(ξ, η)η = g(ξ, η)ξ.

证明. 注意到偏导相等的条件可与 Green公式结合，因此构造˛
∂U

f dx+ g dy =

¨
U
(gx − fy) = 0. (4.27)

在边界 ∂U 上，令 x = cos θ, y = sin θ，可得

0 =

˛
∂U

f dx+ g dy =

ˆ 2π

0
[g(cos θ, sin θ) cos θ − f(cos θ, sin θ) sin θ] dθ

= 2π[g(cosφ, sinφ) cosφ− f(cosφ, sinφ) sinφ], (4.28)

其中最后一行已用到积分中值定理，因此 ∃(ξ, η) = (cosφ, sinφ) ∈ ∂U，使得

f(ξ, η)η = g(ξ, η)ξ. (4.29)

8. (19-20期末 T10)设函数 f(x, y, z)在区域 Ω = {(x, y, z)|x2 + y2 + z2 ⩽ 1}上具有连续的二
阶偏导数，且满足

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2
=
√
x2 + y2 + z2, (4.30)

计算

I =

˚
Ω

Å
x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
+ z

∂f

∂z

ã
dx dy dz . (4.31)

解 利用 Leibniz法则，可将被积函数写为

r ·∇f =
1

2
∇r2 ·∇f =

1

2
∇ · (r2∇f)− 1

2
r2∇2f, (4.32)

对第一项使用 Gauss定理：˚
Ω
∇ · (r2∇f) =

¨
∂Ω

r2∇f · dS =

¨
∂Ω

1 · ∇f · dS =

˚
Ω
∇2f, (4.33)

因此原积分化为

I =
1

2

˚
Ω
(1− r2)∇2f dV =

1

2
· 4π
ˆ 1

0
(1− r2)r · r2 dr =

π

6
. (4.34)
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9. (18-19期末 T4)设

v =
y2 + z2

r3
i− xy

r3
j − xz

r3
k (4.35)

是定义在 R3\{0}上的向量场，其中 r =
√
x2 + y2 + z2.

(1) 证明：v的旋度 ∇× v = 0.
(2) 求向量场 v的势函数.

解 将向量场化为

v =
x2 + y2 + z2

r3
x̂− x

r3
(xx̂+ yŷ + zẑ)

=
1

r
x̂− x

r3
r = ∇

(x
r

)
, (4.36)

因此该向量场为梯度场，旋度自然为零，其势函数为 x/r + C，C 为某一待定常数.
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